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Petr1 Nets Representing the Evolution of
Elementary Cellular Automata

I. Barragan, J. C. S. Tuoh and J. Medina

Abstract— A Petri net (PN) is a directed graph which consists of
two kinds of nodes called places and transitions. Besides their
graphical representation, PN possess a mathematical formalism
based on the incidence matrix and the state equation. In this paper
we show that PN can be used as a general tool to represent the
evolution of any elementary cellular automaton (ECA). This is
performed by matrix operations obtained from the state equation
of the PN which represent the cellular automaton and the use of a
logical operator. It is presented an algorithm to construct a PN for
any ECA and we give some comparative examples between the
evolution of markings of the PN and the evolution of the respective
ECA.

Keywords— Petri nets, elementary cellular automata, matrix
operations.

1. INTRODUCCION

AS REDES de Petri (RdP) son una herramienta de

modelado y analisis cuya dindmica es discreta y
deterministica en el caso basico [1][2]. Una RdP es una grafica
que consiste de dos tipos de nodos llamados lugares y
transiciones, los cuales se representan por circulos y barras,
respectivamente. Usualmente los lugares denotan estados a
través de una asignacion de marcas y las transiciones indican la
ocurrencia de alguna accion o evento. Junto con la
representacion grafica, las RdP poseen un formalismo
matematico que permite realizar andlisis profundos de la
dinamica del sistema que se encuentra bajo estudio.

Debido a que las RdP pueden representar caracteristicas
como paralelismo, sincronizacion, entre otras propiedades,
estas redes han sido empleadas en el disefio y modelacion de
diversos sistemas [3]; aunque principalmente han tenido una
gran aplicacion en los sistemas de manufactura [4][5]. No
obstante, existen clases especiales de RdP, como RdP
etiquetadas [6] o RdP difusas [7][8], con las que es posible
modelar sistemas abstractos.

Las RdP y los automatas celulares (AC) han sido empleados
de manera conjunta en algunos trabajos como en [9][10], para
modelar sistemas ecoldgicos. De manera similar, los AC se han
aplicado en la modelacion de sistemas de manufactura a partir
de una red que representa a estos sistemas [11][12]. Igualmente,
las RdP se han usado para modelar el AC cuantico de Margolus,
[13]. Otros trabajos relacionados son [14][15] y [16].

Los automatas celulares elementales (ACE) son el tipo
basico de AC de una dimension [17]. Un ACE consiste de solo
dos estados (usualmente 0y 1) y un vecino a ambos lados de
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cada célula (izquierda y derecha), dando origen a vecindarios
de tres células [18]. Habra un total de ocho vecindarios posibles,
sobre los cuales se aplica la regla local de evolucion del ACE.
Esta regla define el estado al que evolucionard la célula central
de cada vecindario y se aplica simultaneamente a todas las
células del ACE, logrando un nuevo estado global y
produciendo la evolucion del ACE, la cual se desarrolla en
pasos discretos del tiempo.

La mayoria de los estudios sobre ACE se basan en aspectos
teoricos [19]-[21]. Algunos otros estudios se enfocan en
encontrar caracteristicas particulares de algunos ACE puesto
que son considerados interesantes debido a su dinamica global
0 a sus implicaciones practicas [22]-[24]. Otros trabajos se han
centrado en llevar a cabo un analisis general de todos los ACE
con la finalidad de clasificarlos de acuerdo a su dindmica global
[25], o para estudiar su estructura [26].

A pesar de la simplicidad en la dinamica local de los ACE,
éstos pueden mostrar un comportamiento complejo a lo largo
de su evolucion. Uno de los aspectos mas interesantes en los
ACE es encontrar una representacion algebraica o matricial
general para las reglas de evolucion. Algunos métodos han sido
propuestos para realizar o estudiar la evolucion de los ACE,
como diagramas [27]-[29], algebra matricial [30]-[32],
ecuaciones diferenciales [33], métodos matriciales [34] y
algoritmos genéticos [35][36]. Sin embargo, los diagramas s6lo
permiten determinar caracteristicas de la evolucion del ACE,
pero no realizan dicha evolucion. El algebra matricial s6lo se ha
aplicado en AC de dos dimensiones mientras que los métodos
matriciales en AC reversibles. Las ecuaciones diferenciales
producen una representacion extensa de las reglas de evolucion,
lo que dificulta su manejo. [gualmente, los algoritmos genéticos
se han empleado para llevar a cabo la evolucion de los AC, pero
con el proposito de encontrar un comportamiento deseado en un
numero de pasos de tiempo en la evolucion del AC.

En [37] se abord6 el tema de emplear los AC para el analisis
de sistemas de eventos discretos como son los sistemas de
manufactura flexible. Tomando en cuenta que las RdP son una
herramienta adecuada para modelar este tipo de sistemas, en
dicho trabajo se establecio la relacion entre las RdP y los AC en
el sentido de obtener un AC a partir de la adaptacion estructural
de una RdP que modela un sistema de manufactura. Los
resultados obtenidos indican que los AC pueden ser utiles para
realizar un estudio global de la dindmica de los sistemas de
manufactura.
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Este articulo tiene como propdsito mostrar la aplicacion de
las RAP como herramienta general para realizar la evolucion de
cualquier ACE mediante operaciones matriciales obtenidas de
la ecuacion de estado de las RdP y del uso de un operador
légico, considerando las caracteristicas discretas y
deterministicas en la dinamica de los ACE y las RdP. Lo
anterior se logra a través de comparar experimentalmente,
mediante métodos graficos de cada herramienta, la equivalencia
entre la dinamica de las RdP obtenidas y la dinamica del ACE
correspondiente.

De esta manera, para un nimero finito de células en el ACE,
la RdP que lo representa consistira de un igual numero de
subredes. Los lugares de cada subred indican el estado y la
condicion de la célula en el vecindario que ésta forma
(izquierda, centro o derecha), mientras que las transiciones de
la misma subred representan los posibles vecindarios de los
ACE.

La tarea consiste en determinar la transicion que sera
disparada en cada marcado alcanzable de la RdP mediante el
uso de un operador logico y de operaciones matriciales
aplicadas a la matriz de incidencia de la RdP y a su marcado
actual. Luego se emplea la ecuacion de estado para obtener el
marcado subsecuente, y el proceso se repite para el nuevo
marcado. La dindmica de la RdP estara condicionada al uso de
marcados iniciales que solo representen las posibles
configuraciones del ACE; asimismo, solo se permitira el
disparo de una transicion en cada marcado alcanzable. De esta
forma, unicamente se disparard una transicién por subred lo
cual indicard el cambio de estado para la célula representada por
tal subred. Por lo tanto, la regla de evolucion del ACE se
simulara en serie a partir de la primera subred hasta la ultima.
Asi, después del ultimo disparo, que ocurrird en la wltima
subred, se obtendra el marcado que representa a la
configuracion subsecuente en la evolucion del ACE.

El articulo se organiza como sigue: la Seccion II
proporciona los conceptos basicos tanto de las RAP como de los
AC. En la Seccion 11 se explica el proceso para obtener la RdP
que representa a un ACE. La Seccion IV describe el uso de las
operaciones matriciales para realizar la evolucion de los ACE.
En la Seccidén V se presentan algunos ejemplos representativos
de ACE, y para cada uno se hace una comparacioén entre la
evolucion del ACE y la evolucion de marcados de la RdP
correspondiente. Finalmente, en la Seccion VI se dan las
conclusiones de este trabajo.

II. CONCEPTOS BASICOS DE REDES DE PETRI Y AUTOMATAS
CELULARES ELEMENTALES

A. Redes de Petri

Una RdP consiste de dos conjuntos de nodos, P =
{pup2 - pmt vy T={t;,ty,,t,} llamados lugares y
transiciones, respectivamente; tal que PUT # @y PN T = Q.
Por otro lado, F € (P X T) U (T X P) es el conjunto de arcos,
W:F - N es la funcién de pesos de los arcos y My: P - N
define el marcado inicial de la RdP, donde N = {0,1,2, ... }. De
esta forma, N = {P,T,F,W} define la estructura de la RdP
mientras que (N, M) denota a una RdP con un marcado inicial
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dado. Cualquier marcado de una RdP puede ser representado
por un vector m de tamafio m X 1, tal que m(p) =k es el
nimero de marcas asignadas al lugar p € P, donde k € N.

Graficamente, el marcado de una RdP se indica mediante
puntos negros al interior de los circulos que representan a los
lugares; mientras que el peso de los arcos, es decir, la cantidad
de marcas que pueden transferir, se indica mediante una
etiqueta, excepto cuando el peso es igual a 1.

La dinamica de las RdP consiste en el cambio de marcado,
el cual sucede mediante la aplicacion de la regla de habilitacion
ydisparo. En este sentido, sea *t = {p | (p, t) € F} el conjunto
de lugares de entrada de la transicion t. Entonces, dado un
marcado My, si My(p) = W(p,t), Vp € "t tal que t €T,
entonces la transicion t esta habilitada en el marcado My y, en
consecuencia, t puede ser disparada cambiando el marcado My
en My,,. Por lo tanto, Mg,;(p) = My(p) —W(p,t) +
W(t, p).

Un marcado M, es alcanzable desde el marcado Mg si existe
una secuencia de disparos o = t;t, ---t; aplicable desde M,

hasta M. Esto es, M, 3 M; 5.4 My, o bien, de acuerdo con
T. Murata [3], My[o)M,. De este modo, M(N,M,) =
{M | 30 € L(N,My) A My[o)M,;} es el conjunto de marcados
alcanzables desde M, donde L(N,M,) = {o | My[o)M,} es el
conjunto de secuencias de disparo aplicables desde M,.
Ademas, un marcado M es cubrible si existe un marcado M’ €
M tal que M(p) < M'(p), V¥p € P.

Existen algunos métodos de analisis para estudiar la
dinamica de las RdP. Entre estos métodos estan la ecuacion de
estado y el arbol de cobertura. La ecuacion de estado (1), se
basa en operaciones matriciales aplicadas entre el marcado
Mg_, de la RdP, su matriz de incidencia I y el vector de control
de disparos X.

m; =mg_q +1 X4 (1)

La matriz de incidencia esta dada por la ecuacion (2), y es
una matriz de tamafio m X n donde It = [e{;] yI™ = [ei}];
asimismo, e;; = W(t;,p:)y e;; = W(p;, tj).

I=1"—1I" ©)

El vector de control x4 es un vector n X 1, tal que todas sus
entradas son cero excepto la j-ésima entrada, la cual es igual a
1 e indica la transicion disparada en el d-ésimo disparo.

El arbol de cobertura, o de alcanzabilidad si M(N,M,) es
finito, enumera todos los posibles marcados cubribles o
alcanzables desde el marcado My, el cual es la raiz del arbol
[38]. Del arbol de cobertura se obtiene la grafica de cobertura
CG = (V,E) donde V es el conjunto de nodos que representan
a los diferentes marcados del arbol de coberturay E =V XV
es el conjunto de arcos o ligas de forma que cada una es
etiquetada con la transicion t si M; [t)M;, tal que M;, M; € V.

B. Automatas Celulares Elementales
Un AC consiste en un arreglo de células donde cada una
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puede tomar un estado de un conjunto finito de estados S, tal
que |S| = k. Ademas, cada célula interactia con las células mas
cercanas formando un vecindario. Una vez que se ha asignado
un estado a cada célula se obtiene un estado global o
configuracion, denotada por C. Asi, en un AC de una dimension
C=+Cj_Ci_1CiCi4+1Ci42* ,donde c; =aparaa ESy i € Z.
Cada célula en C forma un vecindario V en un radio de r células,
tal que V; = ¢;_y *** Ci_5C€;_1CiCi+1Ciy2 *** Cirr €5 €l vecindario
de la célula c;.

Un ACE es un AC de una dimension donde k = 2,r =1y
S ={0,1}. La evolucion de un ACE se logra al aplicar de
manera simultanea la regla local de evolucién ¢@:S?"*1 > §
sobre las células de C, donde 2r + 1 es el tamafo de los

vecindarios. De este modo, si C' es el estado global del ACE en
el instante t y V; = ¢}_,.clcl,, es el vecindario de la célula c!,

entonces ¢! = ¢(1);). Al aplicar ¢ sobre cada célula de C' se

obtendra C'*?, y asi sucesivamente. Por lo tanto, sea C el
conjunto de configuraciones del automata, entonces ®: C — C
es la regla global de evolucion.

Puesto que para un ACE habra un total de ocho vecindarios
posibles (k?"*1), entonces habra un total de 256 reglas globales

(kkzrﬂ), tal que cada una define a un ACE diferente.

Aunque en esencia el numero de células en las
configuraciones de los ACE es infinito, por practicidad cada
configuracion se limita a un nlimero q de células. Sin embargo,
para mantener la homogeneidad en la formacion de vecindarios
por cada célula, se aplican condiciones de frontera periddica a
la primera y ultima célula de cada configuracion, es decir, la
primera y tltima célula se unen formando un anillo.

Una forma de analizar la evolucion de un ACE es graficando
la trayectoria de la evolucion de sus configuraciones, tal que
C € S9. Eventualmente la trayectoria de la evolucion de una
configuracion formard un ciclo o bien, dicha trayectoria
conducira a un ciclo. El proceso de graficar las trayectorias de
la evolucion de todas las configuraciones posibles del ACE da
como resultado el diagrama de ciclos, [39][40]. En este
diagrama cada configuracion se considera como un numero
binario dado el conjunto de estados S = {0,1}, de modo que el
equivalente decimal del numero binario se emplea para
etiquetar los nodos del diagrama.

III. CONSTRUCCION DE LA RDP PARA UN ACE

En esta seccion se describe la construccion de la RdP que
simulara la evolucion de un ACE y se introduce un algoritmo
que generaliza el proceso para cualquier ACE. De esta manera,
se define a N; como la RdP que representa al ACE definido por
la regla global G. Asimismo, C; es la subred que representa a la
célula c;. Ademas, cada configuracion C formara un anillo de g
células, tal que C=c¢; -+ ¢; -+ ¢4.

El procedimiento para construir la red N; consiste en la
creacion de las subredes C; y en conectar cada una con otras
subredes de acuerdo al vecindario de la célula ¢;. En este
sentido, el peso de todos los arcos de la red N; sera igual a uno.

Debido a que cada célula del ACE puede formar uno de los
ocho vecindarios posibles, en cada subred las transiciones

representaran a dichos vecindarios. Por lo tanto, habra ocho
transiciones en cada subred. Cada transicion requerira de al
menos tres lugares de entrada, los cuales representaran no so6lo
el estado de las células que forman el vecindario indicado por
la transicion, sino también la posicion de cada célula dentro del
vecindario. Por consiguiente, en cada subred habra tres lugares
(2r + 1) por cada estado en S y cada uno de estos lugares
llevara una etiqueta con el formato sP, donde s € S y P indica
la posicion de la célula en el vecindario, que puede ser central
(C), izquierda (L) o derecha (R).

La dinamica del ACE se realizard a través de una simulacion
en serie de la regla local de evolucion ¢. Esto es, la aplicacion
de ¢ se representara por medio del disparo de una transicion
por subred, comenzando en la subred c; y terminando en la
subred ¢,, de modo que con el ultimo disparo se obtendra un
marcado en Ng que representara a la nueva configuracion del
ACE. En consecuencia, se necesitaran q disparos para lograr
una nueva configuracion en el ACE.

La simulacion de ¢ se realiza en serie para evitar conflictos
en la RdAP. Esto es, para un marcado que represente cualquier
configuracion inicial posible del ACE, los tres lugares de
entrada de cada transicion permitiran habilitar solo una
transicion en cada subred, por lo que habra un total de g
transiciones habilitadas; ocasionando un conflicto en la RdP al
tener que decidir qué transicion disparar, lo que dificulta la
simulacion de la evolucion del ACE.

Ademas, la simulacion en serie de ¢ permite mantener un
control en la representacion de la evolucion del ACE mediante
una secuencia de disparos que comienza en la primer subred y
que termina en la Gltima subred para obtener un nuevo estado
global en el ACE.

Para lograr la seriacion en la simulacion de ¢, en cada subred
se agregard un lugar que sera de entrada de las ocho
transiciones. Dicho lugar se denominard lugar de control y
permitira el disparo de una sola transicion en cada marcado de
la red Ng. Asimismo, puesto que los disparos iniciaran en la
subred c; y terminaran en la subred ¢, el lugar de control de
cada subred sera un lugar de salida de las ocho transiciones de
la subred previa. Por consiguiente, una vez que una transicion
se dispara en la subred c;, tal transicion transferira una marca al
lugar de control de la subred C;, 4.

Sin embargo, la seriacion en la aplicacion de ¢ obliga a
“guardar” temporalmente el estado previo de las células que ya
han cambiado de estado, debido a que la célula subsecuente
forma su vecindario con la célula previa. De esta manera sea
c! = a el estado de la célula c; en el instante t y ¢/ = b el
estado de la célula c; en el instante t + 1. Entonces, para las
subredes C;C; -+ C4_1, €l estado a de las células que representan
se guardard en el lugar con la etiqueta aL,, puesto que cada una
de estas subredes es el vecino izquierdo de su respectiva subred
subsecuente; tal como sucede con las células del ACE. En cada
subred, el estado b de cada célula se mantendra en los lugares
con la etiqueta bC.

Por otro lado, debido a que las células c,c3 - ¢4 son el
vecino derecho de su respectiva célula previa, para las subredes
correspondientes el estado b de dichas células se guardara en el
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lugar con la etiqueta bR. Ademads, puesto que se aplican
condiciones de frontera periodica a las células ¢; y cg, de tal
forma que ¢; es el vecino derecho de ¢, y ésta Gltima es el
vecino izquierdo de c;; el estado a de la célula c; también se
guardara en el lugar con la etiqueta aR de la respectiva subred,
mientras que el estado b de la célula ¢, se guardara también en
el lugar etiquetado como bL en su correspondiente subred.

Todas las transiciones tendran cuatro lugares de entrada y
cuatro lugares de salida. Los lugares de entrada seran los
etiquetados como sC, sR, sL y lugar de control, donde s es el
estado de las células en cualquier configuracion C del ACE. El
lugar sC y el lugar de control se encuentran en la subred c;,
mientras que el lugar sR y el lugar sL se encuentran en las
subredes C;,; y C;_q, respectivamente. Cada transicion de la
subred c; tendra como lugar de salida el lugar de control de la
subred C;, 4. Los tres lugares de salida restantes dependeran de
la posicion de la célula en la configuracion y de la definicion de
@. Estos tres lugares se encontraran en la subred c;. De esta
manera, para la subred c; los tres lugares de salida faltantes
seran los etiquetados como bC, aR y alL; para la subred ¢, seran
los lugares con las etiquetas bC, bR y bL y para el resto de las
subredes seran los lugares etiquetados como bC, bR y alL.

El marcado inicial My de la red N; dependera de la
configuracion inicial C° del ACE. Una vez definidos el estado
inicial de las células del ACE, el marcado M, consistira en la
colocacion de marcas de la siguiente manera: una marca en los
lugares etiquetados como sC de todas las subredes, tal que ¢ =
s; una marca en los lugares sR de las subredes C; - C4; una
marca en los lugares sR y sL de la subred ¢, y una marca en el
lugar de control de la subred ¢4, en la cual ocurrira el primer
disparo.

A continuacion se define el algoritmo para la construccion
de lared Ng;. Los pasos de este algoritmo fueron implementados
en la herramienta Netlab para Windows XP, [41]. Netlab es una
herramienta para el modelado, analisis y simulacion de redes de
Petri desarrollada por el Instituto de Control Automatico (IRT,
por sus siglas en aleman).

A. Algoritmo para la elaboracion de la red Ng

Una vez que se ha definido el nimero de células, la regla de
evolucion ¢ y la configuracion inicial del ACE, el siguiente
algoritmo puede emplearse para construir la red N a partir de
la creacion de sus subredes. De este modo, seac? = s,cf = ay
ci*' = p(uav) = b, donde wuav € S¥"*'. Entonces, el
algoritmo es como sigue:

e PASO 1: Para cada célula c; del ACE, cree una subred c;
con tres lugares por estado (0 y 1) y un lugar de control, asi
como con ocho transiciones. Etiquete los lugares como 0C,
OR, OL, 1C, 1R, 1L y lugar de control, respectivamente.
Etiquete las transiciones de acuerdo al vecindario que
representan (000,001, ...,111).

e PASO 2: En cada subred c; cree un arco desde los lugares
etiquetados como aC, vR y uL hacia la transicion etiquetada
como uav, tal que el lugar aC se encuentra en la subred c;,
el lugar vR en la subred C;,, y el lugar uL en la subred ¢;_;.
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Ademas, cree un arco desde el lugar de control de la subred
C; hacia cada transicion de la misma subred.

e PASO 3: En la subred c,, y de acuerdo al vecindario que
cada transicion representa, cree un arco desde la transicion
uav hacia los lugares bC, aR y aL. de la misma subred. Para
la subred ¢, cree un arco desde la transicion uav hacia los
lugares bC, bRy bL de ¢4, y para las subredes C, ...C4_q
cree un arco desde la transicion uav hacia los lugares bC,
bRy aL.

e PASO 4: Coloque una marca en el lugar sC y en el lugar de
control de la subred c;; igualmente, coloque una marca en
los lugares sC, sR y sL de la subred ¢, . Finalmente, coloque
una marca en los lugares sC y sR de las subredes C; ...C4_y.
Cada red N, obtenida con este algoritmo fue simulada en

Netlab para verificar la correcta evolucion de marcados de cada

red asi como con los métodos de anélisis de las redes de Petri

incorporadas en esta herramienta.

B. Aspectos estructurales de la red N

Debido a que la red N se compone de g subredes y a que
estas subredes se conectan entre si de una manera particular,
puede notarse que la red N tiene una estructura regular, la cual
se hace evidente en la matriz de incidencia I cuando es dividida
en submatrices.

Puesto que cada subred consta de siete lugares, las primeras
siete filas de la matriz I corresponden a la subred c,; las
siguientes siete filas pertenecen a la subred C,, y asi
sucesivamente. De manera similar, cada subred se compone de
ocho transiciones, por lo que las primeras ocho columnas de I
pertenecen a la subred ¢, las siguientes ocho columnas a la
subred C,, y asi sucesivamente. Por lo tanto, la matriz de
incidencia I de lared N; puede ser dividida en g2 submatrices.

Se deduce que tanto las primeras siete filas como las
primeras ocho columnas de I forman una submatriz que
describe la estructura de la subred c;, de tal forma que dichas
filas y columnas corresponden a los lugares y transiciones de la
subred c;. De igual manera, las siguientes siete filas y ocho
columnas forman la submatriz de la subred c,. Siguiendo de
esta forma, habrd una submatriz para cada subred. En este
sentido, las subredes de la red N; de cualquier ACE tendran una
estructura diferente entre si. No obstante, las subredes
C, *** Cq—1 tendrén la misma estructura, y por lo tanto la misma
submatriz.

Asi, sea A la submatriz de la subred c;; € la submatriz de la
subred ¢, y B la submatriz de las subredes C, - C,_;. Ademas,
sean R, L y Z tres submatrices diferentes, donde la submatriz R
describe la forma en que se conectan las transiciones y los
lugares de las subredes C; y C;,q; la subred L indica la manera
en que se conectan los lugares y las transiciones de las subredes
C; ¥ C;_1. La submatriz Z es una submatriz cuyas entradas son
ceros, indicando que las transiciones o lugares corresponden a
una subred que representa a una célula que se encuentra fuera
del radio de vecindad de la célula c;. La forma general de la
matriz de incidencia I de la red N; se muestra en la ecuacion

).
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C. Aspectos dinamicos de la red Ng

La dinamica de la red N se logra al seleccionar un marcado
M, de tal forma que represente tanto el estado de cada célula en
C° asi como la posicion de las mismas en los vecindarios
formados a lo largo de C°. Ademss, la primera subred debera
tener marcado su lugar de control. Por lo tanto, la primera
transicion en ser disparada se encontrara en la subred c;; la
segunda transicion en dispararse estara en la subred C,, y asi
sucesivamente. En consecuencia, se necesitaran q disparos para
alcanzar el marcado M, a partir del marcado M,, y
correspondientemente, para obtener la configuracion C* desde
la configuracion C° en la evolucion del ACE. Este proceso se
repite de tal forma que cada t X g marcados se obtiene una
nueva configuracion en el ACE, de tal modo que el marcado
My 4 representa a la configuracion c.

La dinamica de la red N explicada en el parrafo anterior se
logra al escoger un marcado inicial permisible. Un marcado
inicial M, es permisible si representa a cualquier configuracion
C € C, de tal forma que los lugares de la red N; son marcados
de acuerdo al Paso 4 del algoritmo descrito antes. So6lo se
consideraran como marcados iniciales aquellos que sean
permisibles.

IV. EVOLUCION DEL ACE POR MEDIO DE OPERACIONES
MATRICIALES

De acuerdo a la ecuacion de estado (1) de las RdP, es
necesario conocer la transicion que sera disparada en el
marcado m,_; para obtener el marcado my,. Entonces, sea u =
KI™ un vector 1 Xn que indica la cantidad de marcas
necesarias para habilitar cada una de las transiciones de la red
N, donde Kk es un vector 1 X m cuyas entradas son todas igual
a 1. Asimismo, sea V4 = m,_, I un vector 1 x n que indica
cuantas marcas removera cada transicion en el marcado my_;.
Finalmente, y de acuerdo con E. Sivaraman [42], sea sgq, un
operador logico definido como sigue:

1, six=>0
0, en otro caso

sge () = { “)

Por lo tanto, la transicion que sera disparada en el marcado
m_, se determinara mediante la ecuacion (5), de tal forma que
la evolucion del ACE podra llevarse a cabo al aplicar la
ecuacion (1) de manera recursiva, tal que cada t X g marcados
se obtiene una configuracion en el ACE para el instante t de su
evolucion.

)

xq = sgg(vi —u")

V. EJEMPLOS

En esta seccion se presentan algunos ejemplos mediante los
cuales se compara la evolucion de los ACE y la evolucion de
marcados de sus respectivas RdP. Dicha comparacion se realiza
mediante los diagramas de ciclos de los ACE y el arbol de
alcanzabilidad de las RdP. El 4rbol de alcanzabilidad se obtiene
una vez que se han calculado los marcados alcanzados en la
RdP de cada uno de los ejemplos. Por otra parte, solo se
consideran configuraciones con pocas células para hacer claros
los ejemplos.

A. Regla 110

Este ejemplo aborda uno de los ACE mas interesantes
debido a que produce una evoluciéon compleja y a sus
implicaciones computacionales [43]. Este ACE esta definido
por la regla global 110, la cual se determina como se muestra
en la Tabla I.

TABLA 1. DEFINICION DE LA REGLA LOCAL DE EVOLUCION (¢) QUE PRODUCE
LA REGLA GLOBAL 110.

Yy 111 110 101 100 011 010 001 000
(V) 0 1 1 0 1 1 1 0

La primera fila de la Tabla I muestra los ocho posibles
vecindarios sobre los cuales se aplica la regla de evolucion ¢ y
la segunda fila muestra el resultado de la aplicacion de ¢ sobre
cada vecindario, tal que 01101110, = 110.

Para este ejemplo la configuracion inicial es C° = 00111.
La Fig. 1 muestra las subredes C;, C3 y Cs de la red Ny, que
corresponden a las células c;, c;3 y cs del ACE. Tales subredes
muestran las principales estructuras de las subredes que
componen a la red Ny;o. El marcado inicial de la red Ny;q
correspondiente a la  configuracion e es m/) =
[10000011010000000101000010100001110].

trol

¢) Subred Cs.
Figura 1. Tipos de subredes de la red N, que representa al ACE 110.

Las submatrices A, B y C que corresponden a las subredes
C;, C3 Y Cs, respectivamente, se definen como sigue:
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0-1 0 0 0-1 0 1 0-1 0 0 0-1 0 1
110 0 1 1 0 O 10 0 01 0 0 1
1 10 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1
A=l 0 1 0 0 0 1 0-1 B={0 1 0 0 0 1 0-1
0 0 1 1 0 0 1 1 01 1 1 0 1 1 0
00 110 0 11 01 1 1 0 1 1 0
-1-1-1-1-1-1-1-1 -1-1-1-1-1-1-1-1

0-1 0 0 0-1 0 1

110 0 1 1 0 O

1 0 0 0 1 0 0 1

c={0 1 0 0 0 1 0-1

0 0 1 1 0 0 1 1

01 1 1 0 1 1 0

-1-1-1-1-1-1-1-1

Asimismo, las submatrices L y R se definen de la siguiente
manera:

00 0 0 0 0 0 O 00 0 0 0 0 0 O

00 0 0 0 0 0 O -1-1-1-1 0 0 0 O

-1 0-1 0-1 0-1 0 00 0 000 0O

L=l 0 0 0 0 0 0 0 O R=] 0 0 0 0 0 0 0 O
00 0 00 0 0 O 00 0 0-1-1-1-1

0-1 0-1 0-1 0-1 00 0 0 0 0 0 O
111 1 11 11 l 00 0 00 0 O OJ

La submatriz B es la misma para las subredes C, y Cy;
mientras que la submatriz Z es una submatriz cuyos elementos
son todos igual a cero. Entonces, la matriz de incidencia de la
red N;, tiene la siguiente forma:

NN~W X
N~ RN
=~ NN
S INN >~

S

La configuracion C' = 01101 se obtiene al aplicar ¢ a la
configuracion C° = 00111. Entonces, para t = 1 y qg=>5, se
necesitan cinco disparos a partir del marcado M, para alcanzar
el marcado M3, que representa a la configuracion c.

De esta manera, para la red Ny, u=
[4444444444444444444444444444444444444444]
y para el marcado m,, v, =

[3221433212011201011201120112011200110011].

Por lo tanto, de acuerdo a la ecuacion (5), x; =
[0000100000000000000000000000000000000000]. Esto
significa que bajo el marcado M, la transicion t se dispara para
obtener el marcado My, tal que al aplicar la ecuacién (1) se
obtiene el marcado m] =
[11100001000001000101000010100001010] en el cual se
representa el cambio de estado de la célula ¢;. A partir del
marcado m, se calculan los vectores v, y X, que se emplean en
la ecuacion (1) para obtener el marcado m,, el cual representa
el cambio de estado de la célula c,.

El proceso continua con los marcados subsecuentes hasta

obtener el marcado mg =
[10000010001010000101010100000001110] que

representa a la configuracion C' = 01101.

En las Tablas II y III se exhiben los vectores v; y X4 (1 <
d < 5), respectivamente, calculados para los marcados desde
m, hasta m,; mientras que en la Fig. 2 se muestra la evolucion
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de la configuracion C® = 00111 bajo la regla 110. En dicha
figura un cuadro negro representa el estado 1 y un cuadro
blanco, el estado 0. Se observa que la configuracion C* =
00000 se repetird indefinidamente en la evolucion del ACE, de
tal modo que la trayectoria de la evolucion de la configuracion
C° = 00111 cae en un ciclo que se ilustra en la Fig. 3 mediante
el diagrama de ciclos, en el que los nodos se etiquetan con el
equivalente decimal del nimero binario obtenido de cada
configuracion, por ejemplo, 00111, = 7, 01101, = 13, etc.

o

ct

Figura 2. Evolucion de la configuracién C° bajo la regla 110.

TABLA I1. VECTORES V; CALCULADOS PARA LOS MARCADOS DESDE m,,
HASTA my,.

d \/

1 [3221433212011201011201120112011200110011]
[1100110034232312011201120112011210211021]
[1201120100110011233412230112011210211021]
[1201120101120112001100111223233410211021]
[1201120101120112102110211100110021323243]

[V N N I N ]

TABLA III. VECTORES DE DISPARO X; CALCULADOS PARA LOS MARCADOS
DESDE m, HASTA m, Y TRANSICIONES DISPARADAS EN CADA UNO DE ESTOS
MARCADOS.

d Xq ¢

1 [0000100000000000000000000000000000000000] ¢
[0000000001000000000000000000000000000000] ¢4,
[0000000000000000000100000000000000000000]  t,
[0000000000000000000000000000000100000000] 3,
[0000000000000000000000000000000000000010]  t349

[V N N VS I S )

De manera anéloga la evolucion de marcados de la red N4 4,
que se presenta en la Fig. 4 mediante la grafica de
alcanzabilidad, muestra un ciclo compuesto por los marcados
Mis, Myg, My7, Mjg y My, tal que el marcado M, 5 representa
a la configuracion C>.

Los marcados resultantes de la evolucion de la red Ny se
muestran en la Tabla IV, donde los marcados m,, mg, my, y
m,s representan a las configuraciones C°, C', C* y C,
respectivamente.
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Figura 3. Diagrama de ciclos del ACE 110 para la configuracion C® =00111. mientras que los tipos de subredes que componen a la red N15
se muestran en la Fig. 5.

Lugar de control Lugar de contral

a) Subred c;. b) Subred c;.

Ly

(=N

Figura 4. Grafica de alcanzabilidad de la red N, para el marcado M.

De esta forma, la evolucion de marcados de la red Ny
representa la evolucion del ACE 110, tal que los marcados de
la red N;;4 son obtenidos a través de la ecuacion de estado de
dicha red asi como de la ecuacion (5).

¢) Subred Cg.
Figura 5. Tipos de subredes de la red N;5 que representa al ACE 15.

TABLA IV. MARCADOS DE LA RED le OBTENIDOS A PARTIR DEL

MARCADO M. TABLA V. REGLA LOCAL DE EVOLUCION (¢) QUE PRODUCE LA REGLA GLOBAL
15.
m} = [10000011010000000101000010100001110]
mJ] = [11100001000001000101000010100001010] 14 111110 101 100 011 010 001 000

0 0 0 0 1 1 1 1
m} = [10100000101010000100100010100001010] 0]

m} = [10100000001010000111000010010001010]
m}, = [10100000001010000101010101000001001]
m{ = [10000010001010000101010100000001110]

Las submatrices A, B 'y C correspondientes a las subredes C;,
C3 y Cg de la Fig. 5 se definen como sigue:

m] = [01110000001001000101010100000001010] I T o2
mJ = [00110000001110000100110100000001010] 1100 1 1 00 0000 1 1 11
A= 1 1 0 0 0 0-1-1 B=|1 1 0 0 0 0-1-1
m{ = [00110000001010000111010000010001010] 001100 1 1 001100 1 1
T 0 0 1 1 0 0 1 1 11 1 1 0 0 0 o0
m{ = [00110000001010000101001010100001001] 1 o1 -1 -1 =1 -1 -1 -1 12121 -1-1-1-1-1
m!, = [00010010001010000101000010100001110]
[—1 -1 0 0 0 0 1 1'|
m!, = [10001100001001000101000010100001010] 0000 11 1 1
T 0000111 1
m/, = [10000101010100000100100010100001010] c=l1 10 0 0 0-1-1
m; = [10000101010000101010000010010001010] 1 } 1 } 8 g 8 g
mJ, = [10000101010000101000010101000001001] -1-1-1-1-1-1-1-1

m]; = [10000011010000101000010100001110000]
mJ, = [11100001000001101000010100001010000]
m], = [10100001110000100000110100001010000]
mJ, = [10100001010000111000010000011010000]
m], = [10100001010000101000011100001000001] -

De manera similar, las submatrices L y R se definen de la
siguiente forma:

~

Il
mPOoOOoOOoORrR OO
PR OOOCOO
PO OORrRr OO
[l el =R e e R ]
PO OORrRr OO
PR OoOOOCOO
PO OORrRr OO
[l == e i )

Bl

]
[=NeNeleNel -
SO OO OO
[=NeNeleNeN -l
=Nl =l
SO R OO OO
=Nl SeoNoN-N-}
SO R OO OO
=Nl N eNoNoNe)

B. Regla 15

La regla 15 es un ejemplo de un AC reversible. Este tipo de
autématas han sido ampliamente estudiados debido a sus R o
implicaciones précticas [44][45]. En este ejemplo se consideran ~ configuracion inicial C* = 100101, y la evolucién de marcados

configuraciones de seis células (q = 6), tal que la configuracion de lared N5 se realiza a través del diagrama de ciclos exhibido
en la Fig. 6 y la grafica de alcanzabilidad de la Fig. 7. Al igual

que en el ejemplo anterior, los marcados resultantes de la
evolucion del marcado inicial de la red Ny se calculan con la
ecuacion de estado (1) y la ecuacion (5).

La comparacion entre la evolucion del ACE 15, con la

inicial es C° = 100101. Por lo tanto, cada seis marcados en la
dinamica de la red Ny, la cual representa al ACE 15, se obtiene
una nueva configuracion para el automata. El marcado inicial

de la red N;5, que corresponde a la configuracion inicial del ] ) 0
ACE es m] = En la Fig. 6 se observa que la configuraciéon C° forma parte

[000100110100001010000000101010100000001110]. de un ciclo de seis conﬁguraciones. Dicho ciclo es observable
La regla local de evolucion ¢ se define en la Tabla v, enla grafica de alcanzabilidad de la Fig. 7 de la red N;5, donde
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los marcados Mg, Mg, M;,, Myg, My, y M3, representan a las
seis configuraciones del ciclo de la Fig. 6.

Figura 6. Diagrama de ciclos del ACE 15 para la configuracion 0c® = 100101,
tal que 100101, = 37.

C. Regla 54.

Las regla 54 es uno de los ACE cuya dinamica es similar a
la del ACE 110; y por esta razon ha atraido la atencion para su
estudio [46]. En este ejemplo las configuraciones del ACE se
componen de siete células, tal que c® = 0110110.

Figura 7. Grafica de alcazabilidad de la red N15

Las submatrices A, B y C se definen de la siguiente forma:

0-1 0 1-1-1 1 1 0-1 0 1-1-1 1 1
1100 1 1 0 0 1100 1 10 0
1100 1 10 0 100 100 1 1
A=l 0 1 0-1 1 1-1-1f B=[o0 1 0-1 1 1-1-1
00 1100 11 00 1100 1 1
001100 11 01 1.0 1 1 0 0
-1 -1-1-1-1-1-1-1 -1-1-1-1-1-1-1-1

0-1 0 1-1-1 1 1

100 10 0 1 1

100 100 1 1

c=[0 1 0-1 1 1-1-1

01 10 1100

01 10 1100

-1-1-1-1-1-1-1-1

La submatriz A corresponde a la subred ¢; de la red Ngy,; la
submatriz B, a las subredes C, a C4 y la submatriz C, a la subred
C,. Las submatrices L y R se definen de la siguiente manera:

00 0 0 0 0 0 O 00 0 0 0 0 0 O

00 0 0 0 0 0 O -1-1-1-1 0 0 0 O

-1 0-1 0-1 0-1 0 00 0 0 0 0 0O

L=l 0 0 0 0 0 0 0 O R=] 0 0 0 0 0 0 0 O
00 0 00 0 0 O 00 0 0-1-1-1-1

0-1 0-1 0-1 0-1 00 0 0 0 0 0 O
1111 11 11 l 00 0 00 0 O OJ

Una vez calculados los marcados de la red Ng, a través de la

Figura 9. Grafica
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ecuacion de estado (1) y la ecuacion (5), a partir del marcado
M, correspondiente a la configuracion inicial del ACE, se
obtiene la grafica de marcados mostrada en la Fig. 9.

La evolucion del ACE a partir de la configuracion =
0110110 se muestra en la Fig. 8 mediante el diagrama de ciclos
para tal configuracion. De esta forma, mediante estos dos
diagramas se observa una similitud en la dinamica entre la red
Ns, y el ACE 54, de tal manera que los marcados My, M;, M,,
My, Mag, M35, My, y Mg representan a las configuraciones
&t A et et yC7, respectivamente.

D. Regla 90.
La regla 90 es un ACE aditivo [47][48], es decir, su regla
local de evolucion puede obtenerse mediante la adicion modulo

2 de los estados de los vecinos de la central de cada vecindario,
p.e. ®(101) =0 =141 (mod 2).

Figura 8. Diagrama de ciclos del ACE 54 para la configuracion oc® =
0110110, tal que 0110110, = 54.

e@®®®®e

6l61610)

i

(=N

e alcazabilidad de la red Ng,.

La configuracion inicial es C° = 11010011, por lo que cada

configuracion consta de ocho células. Las submatrices 4, By C
de la red Ny se definen como sigue:

0-1 1 0-1 0 0 1 0-1 1 0-1 0 0 1
11 0 0 1 1 0 0 1 1.0 0 1 1 0 0
11 0 0 1 1 0 O 101 0 0 1 0 1
A=[(0 1-1 0 1 0 0-1 B=(0 1-1 0 1 0 0-1
00 1 10 0 1 1 00110 011
0O 0 1 1 0 0 1 1 01 0 1 1 0 1 O
-1-1-1-1-1-1-1-1 -1-1-1-1-1-1-1-1

0-1 1 0-1 0 0 1

1 01 0 0 1 0 1

101 0 0 1 0 1

c=({0 1-1 0 1 0 0-1

01 0 1 1 0 1 0

01 0 1 1 0 1 O

-1-1-1-1-1-1-1-1
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Asimismo, las submatrices L y R se definen de la siguiente
manera:

~

Il
OO OROO
R R OOOOCO
RPOoOOoOOoORrR OO
R OOOOCO
RPOOoOORrR OO
PR OOoOOOOo
RPOoOOoORrR OO
PR OOOOoOOo

-]

I
[=ReloleNeN -l
[=NeNeleNeN -l
[=ReloleNeN -l
[=ReleoleoBel -l
(=Nl N eleNeX-]
SO R OO OO
oSO RrRrOoOOCOO
oSO R OO OO

La submatriz A corresponde a la subred c,; la submatriz C,
a la subred cg y la submatriz B, a las subredes C, a C,. La Fig.
10 muestra la evolucion de la configuracion C° = 11010011
bajo la regla 90, mientras que la Fig. 11 exhibe la grafica de
alcanzabilidad de la red Ngy. De manera similar a los ejemplos
anteriores, a través de estas figuras se encuentra la similitud en
la dinamica tanto de la RdP como del ACE.

Figura 10. Diagrama de ciclos del ACE 90 para la configuracién =
11010011, tal que 11010011, = 211.

Is
3
1

f; ,

() |
1, //
’w /

En este articulo se presento la simulacion de la evolucion de
los ACE mediante la ecuacion de estado de las RdP. La mayoria
de los estudios sobre ACE abordan sus aspectos tedricos como
determinar propiedades de su evolucion o encontrar estructuras
a lo largo de dicha evolucion. Aunque la evolucion de los ACE
se realiza de manera implicita, no existe una herramienta
general para llevar a cabo dicha evolucion. No obstante que
existen métodos para estudiar la evolucion de los ACE a través
del estudio de las configuraciones, estos métodos no permiten
realizar la evolucion del automata.

Figura 11. Grafica de alcazabilidad de la red Ngj.

VI. CONCLUSIONES

En este articulo se mostr6 que los ACE pueden ser
modelados con RdP y que su evolucion puede ser realizada con
la ecuacion de estado de las RdP y el uso de un operador logico.
En primer lugar se obtiene la RdP para un determinado ACE.
La RdP se compone de un nimero de subredes que representan
a las células del ACE. Luego, a partir de la matriz de incidencia
y el marcado inicial de la RdP se determina la transicion que se
dispara en dicho marcado, obteniendo asi el vector de control
de disparo que es empleado en la ecuacion de estado para
calcular el marcado subsecuente. De esta manera, la ecuacion
de estado es aplicada de manera recursiva para obtener la
evolucion de marcados de la RdP, de tal forma que cada cierto
numero de marcados se obtiene una configuraciéon en la
evolucion del autdmata.

Se presentd un algoritmo mediante el cual se generaliza la
construccion de una RdAP para cualquier ACE. Asimismo, se
dieron algunos ejemplos con los que se demostrd la
equivalencia entre la evolucion del ACE y la correspondiente
RdP.

En un trabajo posterior se considera el uso de algunos
métodos de analisis de las RdP para determinar caracteristicas
de los ACE. En particular el uso del método de invariantes de
transicion permitiria determinar en un ACE dado el tiempo
necesario para alcanzar una determinada configuracion. Este
tipo de resultado no es posible obtenerlo mediante los métodos
de analisis de los ACE, por lo que seria una contribucion
importante en su estudio, principalmente en la determinacion de
su reversibilidad.

De la misma manera se plantea realizar un analisis formal
en la equivalencia de las RdP y los ACE, considerando el
principio de localidad en la dindmica obtenida con ambas
herramientas. Esto es, tanto las RAP como los AC basan su
evolucion en el hecho de que las interacciones locales causan
cambios globales en el estado de un sistema.
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