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Resumen. Algunos de los resultados previamente estudiados con el mismo método del cdlculo
de la recta tangente, fueron obtenidos sélo para funciones concavas o cuando la pendiente m
es igual a cero. Ahora se propone una generalizacion del método para el cdlculo de la recta
tangente de diferentes tipos de funciones elementales en puntos de inflexion, y cuando

m # 0, El procedimiento se basa en ideas de simetria para poder construir una funcion
auxiliar concava que tiene la misma pendiente de la funcion original a la que se le aplica el
esquema anteriormente sefialado. Este método ayuda a relacionar conceptualmente la
derivada de una funcion en un punto dado, con el cdlculo de los puntos minimos, mdximos y
de inflexion, sin aplicar métodos de derivacion.
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Antecedentes

En trabajos anteriores (Rondero, Karelin & Tarasenko, 2004), (Karelin, Rondero, & Tarasenko,
2005) se propuso un método alternativo en la busqueda de la recta tangente para graficas de
funciones elementales concavas sin el uso de la derivada.

La idea general es: si a la grafica de una funcion, y = f(x) cdncava se le resta la grafica de la
recta tangente y =mx+b en un punto (x,,f(x,)), entonces en el punto x = x,, la funcién
auxiliar F(x) = f(x)—[mx + b] tendra un punto maximo 6 minimo local.

Por medio de tal funcion se identifican relaciones entre los puntos extremos de la misma y los

puntos de tangencia de la funcion original f(x).
En estos trabajos previos, se han analizado funciones concavas y se distinguen dos casos:

a) Cuando la funcion auxiliar F'(x) = f(x)—[m, x+b, ] enelpunto x = x, tiene un punto
minimo, entonces se cumple la desigualdad,
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(*) F(x) = F(x,)
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6 f(x) —[mx“,“ *b, ]2 fi(x, )~ [m, x,+b, ]

b) Sien el punto x = x,, hay un punto maximo para la funcién, entonces se cumple la desigualdad,
(**) F(x) < F(x,)

6 f(x)=[m x+b 1< f(x,)— [m, x,+b, ]

De donde se desprende el resultado general: La recta R(x,,V,): V= m, x+b,  estangente en

el punto (x,,),) para v = f(x), siysdlo si, una de las desigualdades (*) 6 (**) se cumple.

Para construir la recta tangente R(x,,v,): v =m, x+b_ esnecesariohallar m  de (*)ode

- . . Sl e )
(**)y caleular b, , por medio de la expresion, b, = f(x,)—m, x,.

Sin embargo, es necesario aclarar que el método propuesto funciona para todos los puntos

excepto para los puntos de inflexidn.

En trabajos posteriores, (Karelin, Rondero, Tarasenko, 2007) se estudid el caso de las funciones
v = f(x) que tienen un punto de inflexién en (0,0) y con la pendiente m = 0. Para ello usando
simetria, se construyd la funcién transformada

f(x), x>0

y=700. f<x>={_f<_\->,x<o'

que es concava y por tanto la recta y = 0, serd la recta tangente para la funcién y = f(x) en el

punto de inflexion (0,0). En este caso, para esta funcidn transformada redefinida de este modo se
puede aplicar el método mencionado en (Rondero, Karelin, Tarasenko, 2004), (Karelin, Rondero,
Tarasenko, 2005), mediante el cual ambas rectas tangentes para la funcién inicial y la funcién

transformada coinciden.

Método propuesto para funciones con punto de inflexion. Caso general.

Consideremos las funciones vy = f(x) con xe€ D, D =[a,b] para las cuales en cada punto

Xy, V) X,€D  de su grafica L:{(x,y(x))existe una y sélo una recta
02.70 0 &
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R(x,,yy):y=m x+b_ que pasapor el punto (x,,¥,) y no tiene otros puntos comunes con
la grafica L en una vecindad del punto (x,, v,).
Sea y = f(x) una funcién con un punto de inflexién en (0,0).

Sila funcion auxiliar, y = F(x), F(x)= f(x)—mx paraunnimero m tiene en (0,0) la recta
tangente y =0, entonces la recta y = mx recibe el nombre de recta tangente para la funcion

v = f(x) en el punto (0,0).

Sea y = f(x) una funcién con un punto de inflexion en (0,0).
Sila funcion transformada y = ﬁ(x) para la funcion auxiliar
v=F(x), F(x)=f(x)—mx,es

F(x), x>0

= F(x), F(x)=
y=F(x), F(x) {—F(x),x<0

para un nimero m (es concava) y tiene en (0,0) la recta tangente y = 0, entonces la recta

y = mx recibe el nombre la recta tangente para la funcion y = f(x) en el punto (0,0).

Subrayamos la unicidad de la recta tangente.

Ejemplo

Construir la recta tangente para la grafica de la funcion
y=f(x), f(x)=x'=5x>+x enelorigen (0,0).
La funcién auxiliar es

y=F(x), Fx)=f(x)—-mx=x"=5x>+x—-mx.
Y la funcidn transformada para la funcion auxiliar es,

F(x),x=20 x*=5x*+x-mx, x>0 369
v=F(x), F‘(x):{ (%)

- F(x),x<0 —x* +5x  —x+mx, x < 0
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Es necesario ahora encontrar el nimero m , tal que la funcion v = F(x) sea concava y tenga la

funcion y = 0 como su recta tangente.

Para el caso en que m =1, se tiene que la funcion transformada de la funcién auxiliar y = F(x)

tiene forma

x=5x*+x—-x, x>0 x*=5x%, x20
F(x)= =

—x’+5x —x+x,x<0 |=x*+5x%,x<0
Mostramos que y = F(x) es céncava con la pendiente p =0 en el punto (0,0)..

Segun nuestro esquema formamos la funcidn auxiliar para la funcién transformada de la funcidn

auxiliar de la funcién inicial y = f(x)

x'=5x—px, x20
y=F(x)-px= . Wp .
—x" +5x° —px,x<0

Si se cumple la desigualdad,
F(x)—px>0
o bien,

x'=5x" = px >0, x=0

—x +5x = px20, x<0
para p =0 alrededor del origen x = 0. En realidad, si factorizamos x, se tiene,

X' =5x7>0, x>0 [x*(x=3)20, x>0

—x’+5x7 20, x<0' x2(-x+5)20, x<0
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Enelcaso m =1, las gréficas correspondientes de las funciones involucradas son de la forma

siguiente,

v=fx) v=F(x) =Pt

Cuando p # 0 esta desigualdad no se cumple alrededor del origen x = 0. En realidad se cumplen

estas otras desigualdades,

x’ =5x* = px >0, x>0 [x(x*=5x—p)=0, x20

X +5x"—px>0, x<0 , x(=x>+5x—p)=20, x<0

Ahora investigamos el caso en que m # 1.

F(x), x>0 X' =5x" +x—mx, x>0
y=F), Flo)= (x), x ] X 4+x—mx, x

- F(x),x<0 - —x +5x —x+ mx, x <0

Mostramos que la funcion v = F(x) no tiene la recta tangente en el origen.
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_V:_fl(X) v =F(x) _y:F‘(x)

/ // 'y
Ay
/ -~
4 ~.

/% y - |

Si ahora aplicamos el método de reduccion al absurdo, es decir consideramos que v = px esla

recta tangente para 1 = F(x), entonces se tiene la funcién auxiliar,

xP=5x*+x—mx—px, x20
y=F(x)-px = ; .
—X +5x° =x+mx—px,x<0

Segun la definicion se cumple una de las dos desigualdades,
F(x)—px<00o F(x)-px=0 (¥
Si factorizamos x obtenemos,

x(x? -5x+1-m-p), x=20

x(=x* +5x—1+m—p), x<0

Mostramos que si la desigualdad (*) se cumple para p =/

)c(x2 —Sx+1=-m-=0>0, x>0 (|x(x*=5x+1-m—=0)<0, x>0

x(—x2 +S5x—=1+m—-0)> x<0 x(=x* +5x—1+m -N<, x<0
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Entonces la desigualdad se cumple y paraotro p =5, s#/

x(x* =5x+1-m-5)20, x>0 [x(x>=5x+1=-m—s5)<0, x>0

X(=x" +5x=1+m—-5)>0,x<0 x(=x* +5x—=1+m—-5)<0,x<0

La desigualdad (*) se cumple cuando

l-m—-p>0 l-m>p
{ r { f ,=l+m<p<l-m

~1l+m—p<0’ |=1l+m<p

l—-m-p<0 l-m<p
{ P { £ ,l—m<p<—l+m)

~l+m—p>0" |=l+m>p

Entonces es suficiente escoger un numero s, s # /[ del intervalo

(=1+m,1—m). ((l —m,—1+ m)).

Obtenemos una contradiccion respecto de la unicidad de la definicion de la recta tangente.

Sin embargo, sin perder generalidad se puede pasar de un punto arbitrario (x,,v,) al origen
(0,0). sea y= f(x) una funcién con el punto de inflexién en (x,,»,). Si la funcion
u=u(z), u(z)=f(z+ X,)— v, tiene en el punto (0,0) la recta tangente u = mz , entonces la
recta y=mx+b, donde b= f(x,) recibe el nombre la recta tangente para la funcion

y=/f(x) enelpunto (x,,v,).

Conclusiones

Es de resaltarse la versatilidad del método del calculo de la recta tangente para el tratamiento de

funciones elementales.
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Hemos venido mostrando la evolucion de nuestro método en los diferentes trabajos previos,
desde casos muy particulares hasta el caso general de funciones suaves, es decir que tienen

derivadas.

Hay una clara articulacion conceptual en este método con el tratamiento de desigualdades y
ademas entre los conceptos principales del célculo elemental, como puntos extremos, concavidad

y puntos de inflexion, entre otros.
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