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uento hist�ori
o de 
omportamientos asint�oti
os detipo-Weyl para dominios exteriores.Abstra
t.We present a histori
al overview of Weyl-type asymptoti
s for exteriordomains. 1. Introdu

i�onSea D un dominio a
otado en Rn , y sea ��i el operador de Lapla
e a
tuando enD � Rn , sujeto a 
ondi
iones de frontera (Diri
hlet o Neumann). La f�ormula de Weylpara la distribu
i�on de eigenvalores estable
e que el n�umero de eigenvalores de ��ique son menores que �2 esN(�) = !n(2�)n Vol(D) �n + o(�n); �!1:(1)En esta f�ormula, !n es el volumen de la bola n-dimensional de radio 1 y Vol(D)es el volumen del dominio. Tenemos enton
es que la f�ormula de Weyl des
ribe ladistribu
i�on aproximada de los eigenvalores del Lapla
iano en un dominio a
otado.Por otra parte, sea O � Rn 
ompa
to, 
on interior no va
��o, simplemente 
onexoy 
on frontera suave C1, y sea 
 = Rn n O. A la regi�on 
 la llamamos el dominioexterior y, a O lo llamamos el obst�a
ulo. Consideramos el operador ��e, de�nido
omo la realiza
i�on autoadjunta del Lapla
iano positivo, a
tuando en L2(
) y sujetoa 
ondi
iones de frontera (Diri
hlet o Neumann). Denotamos por ��0 a la realiza
i�onautoadjunta del operador de Lapla
e en L2(Rn ).Existe un objeto, surgido en la teor��a de la dispersi�on y 
ono
ido 
omo la fase dedispersi�on para el par de operadores f��0;��eg, al que denotaremos por p(�), quees una fun
i�on 
ontinua que tiene el 
omportamiento asint�oti
op(�) = 2!n(2�)n Vol(O) �n + o(�n) �!1;(2)que re
uerda notablemente a la f�ormula de Weyl.125



126 FEDERICO MEN�ENDEZ-CONDE LARAEn este trabajo expondremos brevemente la teor��a y la historia 
on
ernientes a lasf�ormulas (2) y (1). Asimismo, intentaremos mostrar que existe una profunda rela
i�onentre las fun
iones p(�) y N(�) que va m�as all�a de la a priori sorprendente similitudentre sus 
omportamientos asint�oti
os.Agrade
imientosQuiero agrade
er a Rub�en Mart��nez-Avenda~no, quien ley�o 
uidadosamente esteart��
ulo e hizo algunos 
omentarios que resultaron �utiles para su mejora; tambi�enquiero agrade
er al �arbitro por sus 
omentarios y por su sugeren
ia de in
luir lase

i�on 2.3. 2. El problema interno: la f�ormula de WeylEn esta se

i�on tratamos la distribu
i�on de eigenvalores del operador de Lapla
een un dominio a
otado.2.1. Formula
i�on del problema. Consideramos el siguiente problema de fron-tera: � ��f(x) = s f(x) x 2 DBf(x) = 0 x 2 �D;(3)donde B puede ser igual a 1 (
ondi
iones de Diri
hlet), o bien B = �=�n (
ondi
ionesde Neumann).Es bien sabido (e.g. [11℄) que este problema no tiene solu
i�on para 
ualquier valorde s, sino solamente para una 
ole

i�on numerables = �1; �2; �3:::de n�umeros reales no negativos �j � 0 
ono
idos 
omo eigenvalores del problema (3).Las solu
iones fj de (3) 
on s = �j son 
ono
idas 
omo eigenfun
iones 
orrespon-dientes al eigenvalor �j . Estos eigenve
tores poseen las tres importantes propiedadessiguientes:1) Todas las fj son in�nitamente diferen
iables en el interior de D y 
on-tinuas en D. En parti
ular, fj 2 L2(D).2) Si �k 6= �j , enton
es ZD fj(x)fk(x)dx = 0:Es de
ir, fj es ortogonal a fk 
on respe
to al produ
to interno en L2(D).3) La 
ole

i�on de eigenve
tores genera el espa
io L2(D).Habiendo estable
ido esto, podemos enton
es 
onstruir una base ortonormal deeigenfun
iones fejg de forma tal que sus eigenvalores 
orrespondientes �j formen
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esi�on no de
re
iente 0 � �1 � �2 � �3::: Simplemente, normalizando loseigenve
tores ffjg y orden�andolos apropiadamente.La f�ormula de Weyl (1) nos di
e que, no importando 
ual sea la forma del dominioD, la distribu
i�on aproximada de los eigenvalores est�a dire
tamente rela
ionada 
onel volumen del obst�a
ulo, siendo queN(�) � !n(2�)n Vol(D) �n; �!1:En algunos ejemplos sen
illos, no es dif��
il mejorar el residuo que apare
e en laf�ormula (1). Por ejemplo, si D est�a dado por un intervalo en R, podemos a
otar elresiduo por 1. Cuando D es un 
ubo n-dimensional, se puede obtener por m�etodoselementales (e.g. [11℄) la f�ormulaN(�) = !n(2�)n Vol(D) �n +O(�n�1):(4)Otro ejemplo notable es 
uando el dominio es una bola de radio R; en ese 
aso loseigenvalores son 
eros de fun
iones de Bessel J� 
on ��ndi
es que dependen solamentede la dimensi�on del espa
io; la distribu
i�on de estos 
eros (ver e.g. [40℄) determina elresultado (4) para este ejemplo.2.2. Un po
o de historia. La rela
i�on (1) fue probada por Hermann Weyl en1911 para 
ondi
iones de frontera de Diri
hlet, menos de dos a~nos despu�es de habersido 
onjeturada por el f��si
o te�ori
o H.A. Lorentz en una 
onferen
ia en G�ottingen(
f [20℄). Po
os a~nos m�as tarde, Ri
hard Courant obtuvo la estima
i�on ([10℄)N(�) = !n(2�)n Vol(D) �n +O(�n�1 log�);(5)mejorando notablemente el resultado anterior. A partir de enton
es, mu
hos esfuerzosfueron dirigidos a probar que el fa
tor log� en el residuo de (5) era inne
esario, 
omosuger��an los numerosos ejemplos 
on
retos existentes, y en parti
ular los men
iona-dos al �nal del apartado 2.1; sin embargo, el 
onseguir demostrar esto result�o sernotablemente dif��
il, y una prueba 
ompleta no fue obtenida sino hasta 1980 
uandoRobert Seeley ([39℄), usando m�etodos de an�alisis mi
rolo
al, 
onsigui�o probar que laf�ormula (4) es v�alida para 
ualquier dominio a
otado.De este modo, la prueba de (4) fue la 
ulmina
i�on de una serie de resultados inter-medios que abar
aron la mayor parte del siglo veinte; entre los autores que hi
ieronaporta
iones importantes a este problema en este periodo podemos men
ionar, porejemplo, a Minakshidundaram y Pleijel [31℄, a Fedosov [12℄ y a M
Kean y Singer [26℄.Cabe tambi�en se~nalar que muy po
o tiempo despu�es de la publi
a
i�on por Seeley del



128 FEDERICO MEN�ENDEZ-CONDE LARAresultado (4), Vi
tor Ivr��i [18℄ y Ri
hard Melrose [27℄ obtuvieron, independientementeuno del otro, la f�ormulaN(�) = !n(2�)n Vol(D) �n � !n�1Vol(�D)4(2�)n�1 �n�1 + o(�n�1);(6)v�alida en el 
aso en que D 
umpla la 
ondi
i�on geom�etri
a de ser una regi�on noatrayente; esto signi�
a, intuitivamente, que toda bola de billar que rebote en lafrontera de D no va permane
er rebotando para siempre 
ontra la frontera, sino queeventualmente se va a alejar al in�nito (referimos a [38℄ o [34℄ para una de�ni
i�onpre
isa de esto). Observamos que el 
oe�
iente en el segundo t�ermino en la f�ormula (6)es propor
ional al volumen de la frontera del dominio.Nos pare
e oportuno se~nalar en este punto que la f�ormula de Weyl no es, ni mu
homenos, una propiedad ex
lusiva del Lapla
iano. En efe
to, f�ormulas an�alogas muygenerales existen para una diversidad de operadores. To
aremos este punto de formaalgo m�as pre
isa en el apartado 3.2.2.3. Un problema inverso: la forma de un tambor. En rela
i�on 
on la f�ormulade Weyl puede plantearse el problema inverso sobre si los eigenvalores del operador��i determinan el dominio D. Notamos que la f�ormula de Weyl (1) nos muestra quelos eigenvalores de ��i determinan el volumen de D, mientras que la f�ormula (6)muestra que tambi�en el per��metro de D queda determinado por los eigenvalores de��i. De he
ho, tanto el volumen 
omo el per��metro quedan determinados por ladistribu
i�on aproximada de los eigenvalores en ve
indades de in�nito. En este ordende ideas, resulta natural la pregunta: >Si 
ono
i�eramos exa
tamente qui�enes son todoslos eigenvalores de ��i podr��amos 
ono
er la forma del dominio D? O, en otraspalabras: Si los eigenvalores de los lapla
ianos de dos dominios a
otados D1; D2 �Rn son exa
tamente los mismos >Se sigue ne
esariamente que ambos dominios son
ongruentes en el sentido de la geom�etri
amente 
ongruentes?Una respuesta negativa a la pregunta arriba planteada fue dada por John Mil-nor en [30℄. En ese breve art��
ulo, Milnor 
onstruy�o dos toros de dimensi�on 16, no
ongruentes entre si, 
uyos lapla
ianos tienen los mismos eigenvalores.Mark Ka
 ([20℄) plante�o esta pregunta para el 
aso n = 2 en t�erminos a
�usti
os :>Podemos es
u
har la forma de un tambor? Si pensamos a una regi�on a
otada en R2
omo la membrana de un tambor, los eigenvalores de ��i 
orresponden a los tonosque este tambor es 
apaz de produ
ir; de esta forma, Ka
 plantea la pregunta en laforma: >Podr��a alguien 
on o��do perfe
to 
ono
er la forma de un tambor al es
u
harlo?Esta pregunta fue respondida de forma negativa 
asi veinte a~nos despu�es de lapubli
a
i�on de [20℄, 
uando Carolyn Gordon, David Webb y S
ott Wolpert (en [14℄)
onstruyeron dos regiones poligonales en R2 
uyos lapla
ianos (tanto 
on 
ondi
ionesde Diri
hlet 
omo de Neumann) tienen exa
tamente los mismos eigenvalores. De
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ualquier manera, una respuesta positiva en esta dire

i�on fue dada re
ientementepor Steve Zeldit
h (en [43℄) para el 
aso en el que el dominio D obede
e 
iertas
ondi
iones de regularidad (referimos a [43℄ para los detalles).3. El problema exterior. Primeras 
onsidera
ionesEn esta se

i�on tratamos el 
aso en el que el Lapla
iano a
t�ua en el dominio exterior
.3.1. Planteamiento del problema. Si 
onsideramos el problema de frontera (3)en el dominio exterior 
 en vez de en el dominio a
otado D tendr��amos que existensolu
iones de este problema para todo s � 0 (por ejemplo, las llamadas ondas planasperturbadas); todas estas solu
iones son a
otadas e in�nitamente diferen
iables, peroninguna de ellas es 
uadrado integrable (e.g. [22℄). No pare
e enton
es inmediatoel poder estable
er un an�alogo de la fun
i�on N(�) para esta situa
i�on: o bien setienen solu
iones para demasiados valores de s (solu
iones a
otadas) o bien no setiene ninguna solu
i�on (solu
iones 
uadrado integrables).Usando el lenguaje de teor��a de operadores, la situa
i�on arriba men
ionada sere
eja en el he
ho de que si de�nimos ��e 
omo el operador de Lapla
e a
tuando enel espa
io de Hilbert L2(
) 
on dominioD(��e) = ff 2 H2(
) j Bf(x) = 0; x 2 �
g;(7)enton
es ��e es un operador autoadjunto 
on espe
tro absolutamente 
ontinuo�(��e) = [0;1). En la expresi�on (7), H2(
) es el espa
io de Sobolev W 22 (
) de lasfun
iones en L2(
) tales que todas sus derivadas (en el sentido de distrubu
iones) deorden menor o igual que 2 est�an tambi�en en L2(
). Notamos que los eigenvalores f�jgdel problema (3) 
onforman el espe
tro del operador ��i de�nido en la misma formaque ��e, pero tomando el dominio a
otado D en lugar de 
. En vista de esto, sepuede entender el problema de bus
ar un an�alogo de N(�) para dominios exteriores,
omo el de bus
ar una medi
i�on de 
�omo es que va `aumentando el espe
tro 
ontinuo'
uando � 
re
e.Hist�ori
amente, una primera respuesta para esta pregunta fue dada por la teor��aespe
tral; m�as 
on
retamente por un objeto 
ono
ido 
omo la fun
i�on espe
tral de unoperador autoadjunto. Esto es el tema del siguiente apartado.3.2. La fun
i�on espe
tral. De a
uerdo 
on el teorema espe
tral (e.g. TeoremaVIII.6 en [35℄), dado un operador autoadjunto A a
tuando en un espa
io de Hilbert H,para 
ada sub
onjunto K de los n�umeros reales 
orresponde una proye

i�on ortogonalPK(A) sobre 
ierto subespa
io de H. Estas proye

iones se 
ono
en 
omo proye

ionesespe
trales. En los 
asos parti
ulares en los que el espe
tro es dis
reto, PK(A) es laproye

i�on sobre el subespa
io formado por los eigenve
tores 
orrespondientes a los



130 FEDERICO MEN�ENDEZ-CONDE LARAeigenvalores �j que est�en en K. A las proye

iones espe
trales 
orrespondientes aintervalos de la forma (�1; s℄ se les suele denotar por Es(A).Retomando el problema interno 
onsiderado en el apartado (2.1), observamos quela fun
i�on N(�) de distribu
i�on de eigenvalores puede es
ribirse en t�erminos de labase de eigenve
tores fejg del problema (3):N(�) = X�j��2 ZD ej(x)ej(x)dx= ZD X�j��2 ej(x)ej(x)dx:(8)Por otro lado, notamos que para 
ualquier f 2 L2(D) se tiene que�Es(��i) f�(x) = ZD0�X�j�s ej(x)ej(y)1A f(y) dy:(9)Al kernel integral de las proye

iones espe
trales Es(A), en el sentido de distribu-
iones, se le 
ono
e 
omo la fun
i�on espe
tral del operador A y se le denota poreA(x; y; s). Las igualdades (8) y (9) nos di
en enton
es queN(�) = ZD e��i(x; x;�2)dx:(10)Tenemos pues, que la distribu
i�on de eigenvalores puede es
ribirse en t�erminos dela fun
i�on espe
tral. De he
ho, desde la d�e
ada de 1930's (ver e.g. [8℄, [13℄, [23℄) esusual plantear la f�ormula de Weyl en t�erminos de la fun
i�on espe
tral del operadorde Lapla
e. Pues bien, la fun
i�on espe
tral es un objeto que est�a de�nido para todooperador autoadjunto, y en parti
ular para ��e, de forma que si estamos bus
andoan�alogos de la f�ormula de Weyl (1) para dominios exteriores, resulta natural estudiarel 
omportamiento asint�oti
o de la fun
i�on espe
tral e��e(x; x; s) 
uando s!1.Resulta ser que para una gran diversidad de variedades diferen
iales, que in
luyenambos dominios D y 
, la fun
i�on espe
tral de un operador el��pti
o P de orden 2mtiene el 
omportamiento asint�oti
oeP (x; x;�2m) = !n(2�)n �n +O(�n�1) �!1(11)uniformemente en 
ompa
tos (ver [1℄ para el 
aso m = 1 y [16℄ para el 
aso general).Observamos que, 
omo 
onse
uen
ia de (10), en el 
aso del operador de Lapla
e��i, las f�ormulas (11) y (1) son equivalentes, 
omo se sigue de integrar (11) sobreD. En general y de la misma forma, para 
ualquier operador el��pti
o P de orden 2ma
tuando en D, se obtiene que el n�umero de eigenvalores de P menores o iguales que



F�ORMULAS DE TIPO-WEYL PARA DOMINIOS EXTERIORES 131�2m es NP (�) = !n(2�)n Vol(D) �n + o(�n); �!1lo que nos da una generaliza
i�on de la f�ormula de Weyl para operadores el��pti
os endominios a
otados.A diferen
ia de esto, para dominios no a
otados no es posible simplemente inte-grar (11) sobre el dominio, ya que nada garantiza la 
onvergen
ia de la integral; yde 
ualquier forma, el 
omportamiento asint�oti
o se~nalado es uniforme solamente ensub
onjuntos 
ompa
tos. Tenemos pues, que el en
ontrar por medio de la fun
i�on es-pe
tral an�alogos de N(�) para el espe
tro 
ontinuo queda, por lo pronto, en un buenintento. M�as adelante, en la Se

i�on 5 volveremos a 
onsiderar a la fun
i�on espe
traly a su rela
i�on 
on N(�). 4. La fase de dispersi�onEn 1971, Vladimir Buslaev anun
i�o [6℄ la expansi�on asint�oti
ap(�) � 1Xi=0 ai�n�i; �!1(12)donde el primer 
oe�
iente a0 era propor
ional al volumen de Rn n
. A
�a, p(�) es unobjeto 
ono
ido 
omo la fase de dispersi�on para el par de operadores f��e;��0g.La fase de dispersi�on es un objeto ligado al espe
tro 
ontinuo de los operadores, deforma que (12) sugiere que p(�) podr��a ser 
onsiderado 
omo un an�alogo de N(�)para el problema exterior. En esta se

i�on introdu
iremos este objeto y sus f�ormulasasint�oti
as.4.1. La teor��a de la dispersi�on. La fase de dispersi�on p(�) es un objeto quesurge en la teor��a de la dispersi�on. Esta es una teor��a matem�ati
a muy amplia ymuy desarrollada, que fue motivada originalmente por la me
�ani
a 
u�anti
a y sobrela que han tenido notable in
iden
ia tambi�en otras �areas de la f��si
a, 
omo �opti
a,a
�usti
a y elasti
idad. Existen, adem�as, diversos enfoques de esta teor��a. A primeravista, estos enfoques no pare
en tener mu
ho que ver unos 
on otros, pero en realidadest�an profundamente inter
one
tados. Por todo esto, no podemos ofre
er a
�a m�as queuna muy 
orta y es
ueta introdu

i�on de la teor��a de la dispersi�on, siendo el objetivo
entral el de presentar a la fase de dispersi�on p(�), que resulta ser el an�alogo deN(�) para dominios exteriores. Referimos a los libros [36℄ y [42℄, y a las numerosasreferen
ias 
ontenidas ah��, para una introdu

i�on m�as en forma sobre el tema.En la teor��a de la dispersi�on se 
omparan dos sistemas: un sistema libre y un sistemaperturbado; 
ada uno de estos sistemas tiene aso
iado un operador autoadjunto. Ennuestro ejemplo, al sistema libre 
orresponde el operador��0 (el operador de Lapla
e
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tuando en todo L2(Rn )) y al sistema perturbado 
orresponde el operador ��e (eloperador de Lapla
e en L2(
) sujeto a 
ondi
iones de frontera).De a
uerdo al teorema espe
tral y al teorema de Stone (e.g. Teoremas VIII.5 yVIII.7 en [35℄), a 
ada operador autoadjunto A en un espa
io de Hilbert H 
orres-ponde una 
ole

i�on de operadores unitarios, parametrizados por una variable real t,y denotados por UA(t) = e�iAt:En 
ierta forma, los operadores e�iAt tienen propiedades an�alogas a las de las fun-
iones e�ixt, donde la multipli
a
i�on de fun
iones jugar��a el papel de la 
omposi
i�onde operadores y la norma L1 tomar��a el papel de la norma usual de operadores. M�aspre
isamente (e.g. [35℄):a) UA(t+ s) = UA(t)UA(s), para todo s; t 2 R.b) U es fuertemente 
ontinuo, es de
ir que si t! t0, enton
esUA(t)'! UA(t0)' en H para todo ' 2 H.
) Para todo  2 D(A), se tienel��mt!0 UA(t) �  t = iA :(13)e) El l��mite en el lado izquierdo de (13) existe, si y s�olo si  2 D(A).Introdu
imos un operador de identi�
a
i�onJ� : L2(Rn )! L2(
);dado por multipli
a
i�on por una fun
i�on � de 
lase C1 que es igual a 
ero en unave
indad del obst�a
ulo e igual a uno en una ve
indad de in�nito.De�nimos, para nuestro 
aso, los operadores de onda W� dados porW� : L2(Rn )! L2(
)W�f0 = l��mt!�1 ei�etJ�e�i�0tf0:(14)Ambos l��mites en (14) existen para toda f0 2 L2(Rn ); m�as a�un, W� son ambosoperadores unitarios del espa
io libre sobre el espa
io perturbado (e.g. [17℄). Estehe
ho es de importan
ia 
ru
ial en la teor��a de dispersiones (
f [36℄).Observamos que, para todo f0 2 L2(Rn ), siW�f0 = f�;enton
es se tiene l��mt!�1 

J�e�it�0f0 � e�it�ef�

 = 0:
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o elemento en L2(
) que, bajo el sistema perturbado, se 
omportaen el futuro distante 
omo f0 bajo el sistema libre. Similarmente, f� es el �uni
oelemento en L2(
) que se 
omporta 
omo f0 en el pasado distante.Tambi�en es importante re
al
ar que los operadores W� de�nidos en (14) no de-penden de la ele

i�on de la fun
i�on �; esto se debe a un fen�omeno 
ono
ido 
omo elde
aimiento de energ��a lo
al de las ondas a
�usti
as (e.g. [22℄).El objeto fundamental de la teor��a de dispersiones, 
ono
ido 
omo el operador dedispersi�on de�nido por S =W �+W�es un operador unitario en L2(Rn ). El operador de dispersi�on determina de forma�uni
a el obst�a
ulo O (e.g. [22℄).Des
omponemos el espa
io L2(Rn ) en una in�nidad de 
opias, 
ada vez m�as gran-des, de L2(Sn�1) mediante la integral dire
taL2(Rn )$ Z 10 ML2(Sn�1) �n�1d�de forma que el operador de dispersi�on se des
ompone en la formaS $ Z 10 MS(�) �n�1d�donde, para 
ada � > 0, S(�) es un operador unitario en L2(Sn�1). A la fun
i�on S( � )(que toma 
omo valores a operadores) se le 
ono
e 
omo la matriz de dispersi�on delpar f��0;��eg.Para 
ada � > 0 la matriz de dispersi�on es una perturba
i�on de 
lase traza dela identidad en L2(Sn�1), por lo que su determinante est�a de�nido. El determinantede S(�) resulta ser, adem�as, una fun
i�on 
ontinua en � (e.g. [19℄). De�nimos la fasede dispersi�on p(�) 
omo una fun
i�on 
ontinua de valores reales tal que 
umpla laigualdad det S(�) = ei�p(�):Desde luego, p(�) est�a de�nida m�odulo la suma de un n�umero entero; de 
ualquierforma, para efe
tos de los primeros t�erminos en la expansi�on asint�oti
a (12) de p(�),la ele

i�on de el n�umero entero es irrelevante, puesto que p(�) 
re
e en el orden de�n.4.2. Historia. Dominios exteriores. Como men
ionamos al prin
ipio de estase

i�on, Buslaev anun
i�o en 1971 la expansi�on (12) para la fase de dispersi�on delpar f��0;��eg; sin embargo, y hasta donde tenemos 
ono
imiento, Buslaev nun
apubli
�o una prueba 
ompleta de este resultado. Algunos a~nos m�as tarde, Andrew



134 FEDERICO MEN�ENDEZ-CONDE LARAMajda y James Ralston demostraron, en la serie de tres art��
ulos [25℄, que para el
aso en el que O es 
onvexo se tiene la f�ormula asint�oti
ap(�) = 2!n(2�)n Vol(O) �n + 2!n�1(2�)n�1 Vol(�
) �n�1 + hn(�
) �n�2+ O(�n�3): �!1:A
�a, hn es una fun
i�on determinada por la 
urvatura de la frontera. Aproximadamenteal mismo tiempo, Arne Jensen y Tosio Kato 
onsiguieron (en [19℄) el primer t�erminoen la expansi�on para el 
aso en el que el obst�a
ulo O es un 
onjunto de tipo-estrella.En 1982 Vesselin Petkov y Georgi Popov obtuvieron (en [34℄) el segundo t�ermino enla expansi�on para el 
aso en el que O es un dominio no-atrayente.El resultado general de lo que podemos llamar el �analogo de la f�ormula de Weylpara dominios exteriores, es de
ir de la f�ormula asint�oti
ap(�) = 2!n(2�)n Vol(O) �n +O(�n�1) �!1para obst�a
ulos arbitrarios, fue obtenido por Melrose en 1988 [28℄ en el 
aso 
uandoel espa
io es de dimensi�on impar y m�as re
ientemente por D. Robert para dimensi�onarbitraria ([37℄). A partir de enton
es se han publi
ado numerosas generaliza
ionesa situa
iones no-Eu
lideanas (por ejemplo y entre mu
hos otros [9℄, [29℄, [33℄, [15℄,[32℄), as�� 
omo resultados an�alogos para otros operadores diferen
iales (por ejemplo,[7℄, [5℄). 5. La fun
i�on de desplazamiento espe
tralPare
e natural preguntarse si existe alguna rela
i�on entre las fun
iones p(�) y N(�)m�as all�a de la sorprendente similitud entre sus 
omportamientos asint�oti
os. Estapregunta se la plantearon Majda y Ralston en el primero de sus tres art��
ulos [25℄ eintentaron expli
ar la rela
i�on, tratando de probar que de alguna forma p(�) 
uentalos `eigenvalores salientes' de la teor��a de Lax-Phillips (
f [22℄) que ya
en en 
iertosdominios apropiados a elegir; sin embargo, ellos mismos re�eren en la 
on
lusi�on deese art��
ulo que en
ontrar los dominios ade
uados `resulta desesperanzadoramentedif��
il en este punto.'Una forma que ha resultado notablemente m�as efe
tiva para mostrar la existen
iade una verdadera analog��a entre p(�) y N(�) apare
e mediante una fun
i�on, denotadapor �(�), y 
ono
ida 
omo la fun
i�on de desplazamiento espe
tral de Lifshits-Kre��n.La fun
i�on �(�) fue introdu
ida por el f��si
o te�ori
o I.M. Lifshits en 1952 ([24℄)para perturba
iones de rango �nito, y extendida a 
asos m�as generales por M.G.Kre��n, quien sent�o las bases matem�ati
as de la teor��a de la fun
i�on de desplazamientoespe
tral; para una exposi
i�on detallada de esta teor��a referimos a [4℄.



F�ORMULAS DE TIPO-WEYL PARA DOMINIOS EXTERIORES 135Resulta ser, que dados dos operadores autoadjuntos H y H0 donde el primero esuna perturba
i�on del segundo, si esta perturba
i�on no es `demasiado grande' en 
iertosentido (por ejemplo, es su�
iente que la diferen
ia de sus resolventes en un puntotenga traza �nita), enton
es existe una �uni
a fun
i�on 
on valores reales �(�) tal quepara toda ' en 
ierta 
lase de fun
iones (que va a ser mayor 
uanto menor sea laperturba
i�on) se tiene la igualdadTraza�'(H)� '(H0)� = ZR'0(�)�(�)d�:(15)A la fun
i�on �(�) se le 
ono
e 
omo la fun
i�on de desplazamiento espe
tral para elpar de operadores fH;H0g.De 
ierto modo, la fun
i�on de desplazamiento espe
tral des
ribe 
ambios en elespe
tro bajo perturba
iones; esto puede ilustrarse m�as f�a
ilmente en el 
aso en elque el espe
tro es dis
reto:Sea � una fun
i�on C1(R) tal que �(x) = 1 para x � �1 y �(x) = 0 para x � 0.Para � > 0, de�nimos ��(x) = �(x=�). Estas fun
iones �� est�an dentro de la 
lase defun
iones ' que satisfa
en (15) en una gran generalidad de situa
iones (ver e.g. [3℄).Tenemos enton
es que para � 2 RTraza���(H � �)� ��(H0 � �)� = Z 0�� �0�(�)�(�)d�y ha
iendo �! 0 resulta que��(�) = l��m�!0 Traza���(H � �)� ��(H0 � �)�:(16)Supongamos ahora que el espe
tro del operador H no interse
ta el intervalo [a; b℄y que el espe
tro de H0 dentro de [a; b℄ 
onsta de solamente un eigenvalor � 
onmultipli
idad N .Enton
es, si � es su�
ientemente peque~no:Traza���(H0 � b)� ��(H � b)� = Traza�Eb��(H0)�Eb��(H)�= Traza�Ea(H0)�Ea(H) +E�(H0)�= Traza�Ea(H0)�Ea(H)�+N= �(a) +N:Tenemos pues, que � 
re
e en 
ada eigenvalor deH0 por la multipli
idad del eigenvalor;de forma similar se puede ver que � de
re
e en los eigenvalores de H ; esto es, la fun
i�onde salto espe
tral es una fun
i�on que en 
ierta forma `
uenta eigenvalores'.Por otra parte, un resultado 
ono
ido 
omo la f�ormula de Birman-Kre��n estable
e,para el 
aso en que los espe
tros de H y de H0 son absolutamente 
ontinuos, la a-priori sorprendente rela
i�on siguiente entre la fun
i�on de desplazamiento espe
tral y



136 FEDERICO MEN�ENDEZ-CONDE LARAla matriz de dispersi�on: det S(�) = e2��(�):(17)Es de
ir, 
uando el espe
tro es absolutamente 
ontinuo, � es igual a la fase de dis-persi�on m�odulo ele

i�on apropiada de un entero. La f�ormula (17) fue probada porMikhail Sh. Birman y Mark G. Kre��n ([2℄) en una gran diversidad de situa
iones, quein
luyen perturba
iones de traza �nita. De todo esto, vemos que � es una fun
i�onque donde se en
uentra espe
tro dis
reto 
uenta eigenvalores y donde se en
uentraespe
tro absolutamente 
ontinuo es igual a la fase de dispersi�on.Jensen y Kato plantearon el problema de en
ontrar f�ormulas asint�oti
as para lafase de disper
i�on p(�) en t�erminos de la teor��a de Birman-Kre��n. En [19℄ demostraronla existen
ia de la fun
i�on de desplazamiento espe
tral para el par de operadores��e;��0. De forma m�as pre
isa, probaron la existen
ia de una fun
i�on � tal queTraza�r'(H)r� � '(H0)� = ZR'0(�)�(�)d�;(18)donde r es la restri

i�on a 
:r : L2(Rn ) ! L2(
)(rf)(x) = f(x); 8x 2 
:Habiendo estable
ido esto, y usando la teor��a de Birman-Kre��n pudieron 
on
luir que�(�) y p(�) eran el mismo objeto.Para terminar 
on esta exposi
i�on, ha
emos notar que de la f�ormula (18) es posiblededu
ir formalmente una muy interesante rela
i�on entre la fun
i�on de salto espe
traly la fun
i�on espe
tral:�Z
 eH(x; x;�) � eH0(x; x;�)� dx = Traza�E�(H)�E�(H0)�= ZR�0(�1;�)(s)�(s) ds= ZR Æ(�� s)�(s) ds= �(�):Referen
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