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FORMULAS DE TIPO-WEYL PARA DOMINIOS EXTERIORES

FEDERICO MENENDEZ-CONDE LARA

RESUMEN. Se presenta un recuento histérico de comportamientos asintéticos de
tipo-Weyl para dominios exteriores.

ABsTRACT. We present a historical overview of Weyl-type asymptotics for exterior
domains.

1. INTRODUCCION

Sea D un dominio acotado en R™, y sea —A; el operador de Laplace actuando en
D C R", sujeto a condiciones de frontera (Dirichlet o Neumann). La férmula de Weyl
para la distribucién de eigenvalores establece que el nimero de eigenvalores de —A;
que son menores que A? es
wn

(2m)"

En esta férmula, w,, es el volumen de la bola n-dimensional de radio 1 y Vol(D)

(1) N(\) = Vol(D) A" + o(A"), A — 0.

es el volumen del dominio. Tenemos entonces que la férmula de Weyl describe la
distribucién aproximada de los eigenvalores del Laplaciano en un dominio acotado.

Por otra parte, sea O C R® compacto, con interior no vacio, simplemente conexo
y con frontera suave C°, y sea @ = R" \ O. A la regién Q la llamamos el dominio
exterior y, a O lo llamamos el obstdculo. Consideramos el operador —A., definido
como la realizaciéon autoadjunta del Laplaciano positivo, actuando en L?(Q) y sujeto
a condiciones de frontera (Dirichlet 0 Neumann). Denotamos por —Aq a la realizacién
autoadjunta del operador de Laplace en L?(R").

Existe un objeto, surgido en la teoria de la dispersiéon y conocido como la fase de
dispersion para el par de operadores {—Ag, —A.}, al que denotaremos por p(A), que
es una funcién continua que tiene el comportamiento asintético

2wy,
(2m)"

que recuerda notablemente a la férmula de Weyl.
125

(2) p(A) =

Vol(O) A" 4+ o(A") A — 00,
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En este trabajo expondremos brevemente la teoria y la historia concernientes a las
féormulas (2) y (1). Asimismo, intentaremos mostrar que existe una profunda relacién
entre las funciones p(A) y N(A) que va mds alld de la a priori sorprendente similitud
entre sus comportamientos asintéticos.
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2. EL PROBLEMA INTERNO: LA FORMULA DE WEYL

En esta seccion tratamos la distribucién de eigenvalores del operador de Laplace
en un dominio acotado.

2.1. Formulacién del problema. Consideramos el siguiente problema de fron-
tera:

3) { —~Af(z) =s f(x) z €D

Bf(z) =0 z € oD,

donde B puede ser igual a 1 (condiciones de Dirichlet), o bien B = 9/dn (condiciones
de Neumann).

Es bien sabido (e.g. [11]) que este problema no tiene solucién para cualquier valor
de s, sino solamente para una coleccién numerable

s = A17A2,)\3...

de nimeros reales no negativos A; > 0 conocidos como eigenvalores del problema (3).
Las soluciones f; de (3) con s = A; son conocidas como eigenfunciones correspon-
dientes al eigenvalor ;. Estos eigenvectores poseen las tres importantes propiedades
siguientes:

1) Todas las f; son infinitamente diferenciables en el interior de D y con-
tinuas en D. En particular, f; € L*(D).
2) Si Ag # A, entonces

| s@h@a =
D

Es decir, f; es ortogonal a fi con respecto al producto interno en L?(D).
3) La coleccién de eigenvectores genera el espacio L?(D).

Habiendo establecido esto, podemos entonces construir una base ortonormal de
eigenfunciones {e;} de forma tal que sus eigenvalores correspondientes \; formen
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una sucesion no decreciente 0 < A; < Ay < Az... Simplemente, normalizando los
eigenvectores {f;} y ordenandolos apropiadamente.

La férmula de Weyl (1) nos dice que, no importando cual sea la forma del dominio
D, la distribucién aproximada de los eigenvalores estd directamente relacionada con
el volumen del obstaculo, siendo que
le

(2m)"

N(A) ~ Vol(D) A", A = 0.

En algunos ejemplos sencillos, no es dificil mejorar el residuo que aparece en la
férmula (1). Por ejemplo, si D estd dado por un intervalo en R, podemos acotar el
residuo por 1. Cuando D es un cubo n-dimensional, se puede obtener por métodos
elementales (e.g. [11]) la férmula

Wn

(2m)"

(4) N(\) = Vol(D) A" + O(A™1).

Otro ejemplo notable es cuando el dominio es una bola de radio R; en ese caso los
eigenvalores son ceros de funciones de Bessel J, con indices que dependen solamente
de la dimensién del espacio; la distribucién de estos ceros (ver e.g. [40]) determina el
resultado (4) para este ejemplo.

2.2. Un poco de historia. La relacién (1) fue probada por Hermann Weyl en
1911 para condiciones de frontera de Dirichlet, menos de dos anos después de haber
sido conjeturada por el fisico tedrico H.A. Lorentz en una conferencia en Gottingen
(cf [20]). Pocos afios més tarde, Richard Courant obtuvo la estimacién ([10])

(5) N = o

(2m)"

Vol(D) A™ + O(A" 'log \),
mejorando notablemente el resultado anterior. A partir de entonces, muchos esfuerzos
fueron dirigidos a probar que el factor log A en el residuo de (5) era innecesario, como
sugerian los numerosos ejemplos concretos existentes, y en particular los menciona-
dos al final del apartado 2.1; sin embargo, el conseguir demostrar esto resulté ser
notablemente dificil, y una prueba completa no fue obtenida sino hasta 1980 cuando
Robert Seeley ([39]), usando métodos de andlisis microlocal, consiguié probar que la
formula (4) es valida para cualquier dominio acotado.

De este modo, la prueba de (4) fue la culminacién de una serie de resultados inter-
medios que abarcaron la mayor parte del siglo veinte; entre los autores que hicieron
aportaciones importantes a este problema en este periodo podemos mencionar, por
ejemplo, a Minakshidundaram y Pleijel [31], a Fedosov [12] y a McKean y Singer [26].
Cabe también senalar que muy poco tiempo después de la publicacién por Seeley del
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resultado (4), Victor Ivrii [18] y Richard Melrose [27] obtuvieron, independientemente
uno del otro, la férmula

W wp—1Vol(0D)
(2m)n 4(2m)n—t

valida en el caso en que D cumpla la condicién geométrica de ser una regién no

(6) N(A) = AT oA,

Vol(D) A" +

atrayente; esto significa, intuitivamente, que toda bola de billar que rebote en la
frontera de D no va permanecer rebotando para siempre contra la frontera, sino que
eventualmente se va a alejar al infinito (referimos a [38] o [34] para una definicién
precisa de esto). Observamos que el coeficiente en el segundo término en la férmula (6)
es proporcional al volumen de la frontera del dominio.

Nos parece oportuno senalar en este punto que la férmula de Weyl no es, ni mucho
menos, una propiedad exclusiva del Laplaciano. En efecto, formulas andlogas muy
generales existen para una diversidad de operadores. Tocaremos este punto de forma
algo mas precisa en el apartado 3.2.

2.3. Un problema inverso: la forma de un tambor. En relacion con la férmula
de Weyl puede plantearse el problema inverso sobre si los eigenvalores del operador
—A; determinan el dominio D. Notamos que la férmula de Weyl (1) nos muestra que
los eigenvalores de —A; determinan el volumen de D, mientras que la férmula (6)
muestra que también el perimetro de D queda determinado por los eigenvalores de
—A;. De hecho, tanto el volumen como el perimetro quedan determinados por la
distribucién aproximada de los eigenvalores en vecindades de infinito. En este orden
de ideas, resulta natural la pregunta: ;Si conociéramos exactamente quiénes son todos
los eigenvalores de —A; podriamos conocer la forma del dominio D? O, en otras
palabras: Si los eigenvalores de los laplacianos de dos dominios acotados Dy, Dy C
R"™ son exactamente los mismos ;Se sigue necesariamente que ambos dominios son
congruentes en el sentido de la geométricamente congruentes?

Una respuesta negativa a la pregunta arriba planteada fue dada por John Mil-
nor en [30]. En ese breve articulo, Milnor construyé dos toros de dimensién 16, no
congruentes entre si, cuyos laplacianos tienen los mismos eigenvalores.

Mark Kac ([20]) planteé esta pregunta para el caso n = 2 en términos actsticos :
;Podemos escuchar la forma de un tambor? Si pensamos a una regién acotada en R?
como la membrana de un tambor, los eigenvalores de —A; corresponden a los tonos
que este tambor es capaz de producir; de esta forma, Kac plantea la pregunta en la
forma: jPodria alguien con oido perfecto conocer la forma de un tambor al escucharlo?

Esta pregunta fue respondida de forma negativa casi veinte anos después de la
publicacién de [20], cuando Carolyn Gordon, David Webb y Scott Wolpert (en [14])

construyeron dos regiones poligonales en R? cuyos laplacianos (tanto con condiciones
de Dirichlet como de Neumann) tienen exactamente los mismos eigenvalores. De
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cualquier manera, una respuesta positiva en esta direccion fue dada recientemente
por Steve Zelditch (en [43]) para el caso en el que el dominio D obedece ciertas
condiciones de regularidad (referimos a [43] para los detalles).

3. EL PROBLEMA EXTERIOR. PRIMERAS CONSIDERACIONES

En esta seccién tratamos el caso en el que el Laplaciano actia en el dominio exterior
Q.

3.1. Planteamiento del problema. Si consideramos el problema de frontera (3)
en el dominio exterior {2 en vez de en el dominio acotado D tendriamos que existen
soluciones de este problema para todo s > 0 (por ejemplo, las llamadas ondas planas
perturbadas); todas estas soluciones son acotadas e infinitamente diferenciables, pero
ninguna de ellas es cuadrado integrable (e.g. [22]). No parece entonces inmediato
el poder establecer un andlogo de la funcién N()) para esta situacién: o bien se
tienen soluciones para demasiados valores de s (soluciones acotadas) o bien no se
tiene ninguna solucién (soluciones cuadrado integrables).

Usando el lenguaje de teoria de operadores, la situacién arriba mencionada se
refleja en el hecho de que si definimos —A, como el operador de Laplace actuando en
el espacio de Hilbert L?(2) con dominio

(7) D(-A.) = {f € HX(Q) | Bf(z) = 0,z € 90},

entonces —A, es un operador autoadjunto con espectro absolutamente continuo
o(—A.) = [0,00). En la expresién (7), H?(Q2) es el espacio de Sobolev W3 (Q2) de las
funciones en L?(Q) tales que todas sus derivadas (en el sentido de distrubuciones) de
orden menor o igual que 2 estan también en L?(12). Notamos que los eigenvalores {;}
del problema (3) conforman el espectro del operador —A; definido en la misma forma
que —A., pero tomando el dominio acotado D en lugar de Q. En vista de esto, se
puede entender el problema de buscar un andlogo de N()) para dominios exteriores,
como el de buscar una medicion de como es que va ‘aumentando el espectro continuo’
cuando A crece.

Histéricamente, una primera respuesta para esta pregunta fue dada por la teoria
espectral; mds concretamente por un objeto conocido como la funcidn espectral de un
operador autoadjunto. Esto es el tema del siguiente apartado.

3.2. La funcién espectral. De acuerdo con el teorema espectral (e.g. Teorema
VIIL6 en [35]), dado un operador autoadjunto A actuando en un espacio de Hilbert ,
para cada subconjunto K de los nimeros reales corresponde una proyeccién ortogonal
Py (A) sobre cierto subespacio de H. Estas proyecciones se conocen como proyecciones
espectrales. En los casos particulares en los que el espectro es discreto, P (A) es la
proyeccién sobre el subespacio formado por los eigenvectores correspondientes a los
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eigenvalores A; que estén en K. A las proyecciones espectrales correspondientes a
intervalos de la forma (—oc, s] se les suele denotar por E,(A).

Retomando el problema interno considerado en el apartado (2.1), observamos que
la funcién N(A) de distribucién de eigenvalores puede escribirse en términos de la
base de eigenvectores {e;} del problema (3):

N\

[
)

.
&
(e

<

&
U
S

(8)

[
S
20
)
.
&
(e
<
&
U
8

Por otro lado, notamos que para cualquier f € L2(D) se tiene que

) (B2 f)@ = [ | X e@nw | 1) .

)\]-Ss

Al kernel integral de las proyecciones espectrales Fg(A), en el sentido de distribu-
ciones, se le conoce como la funcidn espectral del operador A y se le denota por
ea(z,y;s). Las igualdades (8) y (9) nos dicen entonces que

(10) N(A) = ./D e, (z,x; A)dz.

Tenemos pues, que la distribucion de eigenvalores puede escribirse en términos de
la funcién espectral. De hecho, desde la década de 1930’s (ver e.g. [8], [13], [23]) es
usual plantear la formula de Weyl en términos de la funcion espectral del operador
de Laplace. Pues bien, la funcién espectral es un objeto que estd definido para todo
operador autoadjunto, y en particular para —A., de forma que si estamos buscando
analogos de la férmula de Weyl (1) para dominios exteriores, resulta natural estudiar
el comportamiento asintético de la funcion espectral e _a, (z, z;s) cuando s — 0.

Resulta ser que para una gran diversidad de variedades diferenciales, que incluyen
ambos dominios D y (2, la funcién espectral de un operador eliptico P de orden 2m
tiene el comportamiento asintético
Wn

(2m)"

(11) ep(z,z; \*™) = A+ 0 A — o0

uniformemente en compactos (ver [1] para el caso m = 1y [16] para el caso general).

Observamos que, como consecuencia de (10), en el caso del operador de Laplace
—A;, las féormulas (11) y (1) son equivalentes, como se sigue de integrar (11) sobre
D. En general y de la misma forma, para cualquier operador eliptico P de orden 2m
actuando en D, se obtiene que el niumero de eigenvalores de P menores o iguales que
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A2™ eg
W,
(2m)n

lo que nos da una generalizacién de la férmula de Weyl para operadores elipticos en

Np(\) = Vol(D) A" + o(A") A= oo

3

dominios acotados.

A diferencia de esto, para dominios no acotados no es posible simplemente inte-
grar (11) sobre el dominio, ya que nada garantiza la convergencia de la integral; y
de cualquier forma, el comportamiento asintotico senalado es uniforme solamente en
subconjuntos compactos. Tenemos pues, que el encontrar por medio de la funciéon es-
pectral andlogos de N ()\) para el espectro continuo queda, por lo pronto, en un buen
intento. Mas adelante, en la Seccién 5 volveremos a considerar a la funcién espectral
y a su relacién con N(A).

4. LA FASE DE DISPERSION

En 1971, Vladimir Buslaev anuncié [6] la expansién asintética
(12) p(A) ~ Z A", A— o0
=0

donde el primer coeficiente ag era proporcional al volumen de R™ \ 2. Acé, p()A) es un
objeto conocido como la fase de dispersidn para el par de operadores {—A., —Aq}.
La fase de dispersién es un objeto ligado al espectro continuo de los operadores, de
forma que (12) sugiere que p(\) podria ser considerado como un andlogo de N())
para el problema exterior. En esta seccién introduciremos este objeto y sus férmulas
asintéticas.

4.1. La teoria de la dispersién. La fase de dispersiéon p(\) es un objeto que
surge en la teoria de la dispersion. Esta es una teoria matemadatica muy amplia y
muy desarrollada, que fue motivada originalmente por la mecanica cuantica y sobre
la que han tenido notable incidencia también otras dreas de la fisica, como Optica,
acustica y elasticidad. Existen, ademads, diversos enfoques de esta teoria. A primera
vista, estos enfoques no parecen tener mucho que ver unos con otros, pero en realidad
estan profundamente interconectados. Por todo esto, no podemos ofrecer acd mas que
una muy corta y escueta introduccién de la teoria de la dispersién, siendo el objetivo
central el de presentar a la fase de dispersién p()), que resulta ser el andlogo de
N(A) para dominios exteriores. Referimos a los libros [36] y [42], y a las numerosas
referencias contenidas ahi, para una introduccién mas en forma sobre el tema.

En la teoria de la dispersién se comparan dos sistemas: un sistema libre y un sistema
perturbado; cada uno de estos sistemas tiene asociado un operador autoadjunto. En
nuestro ejemplo, al sistema libre corresponde el operador — A (el operador de Laplace



132 FEDERICO MENENDEZ-CONDE LARA

actuando en todo L?(IR")) y al sistema perturbado corresponde el operador —A, (el
operador de Laplace en L2(f2) sujeto a condiciones de frontera).

De acuerdo al teorema espectral y al teorema de Stone (e.g. Teoremas VIIL5 y
VIIL.7 en [35]), a cada operador autoadjunto A en un espacio de Hilbert H corres-
ponde una coleccién de operadores unitarios, parametrizados por una variable real t,
y denotados por

Ua(t) = e AL

En cierta forma, los operadores e #4* tienen propiedades andlogas a las de las fun-
ciones e~ "t donde la multiplicacién de funciones jugaria el papel de la composicién
de operadores y la norma L tomaria el papel de la norma usual de operadores. Mas
precisamente (e.g. [35]):

a) Ua(t+s) =Ua(t)Ua(s), para todo s,t € R.

b) U es fuertemente continuo, es decir que si t — tg, entonces
Ua(t)p = Ua(to)p en H para todo ¢ € H.

c) Paratodo ¢ € D(A), se tiene

(13) lim

Ua®)y —¢ _ i 44,
t—0 t
e) El limite en el lado izquierdo de (13) existe, si y sélo si ¢ € D(A).
Introducimos un operador de identificacion
J, s L*(R™) — L*(Q)

3

dado por multiplicacién por una funcién p de clase C* que es igual a cero en una
vecindad del obstaculo e igual a uno en una vecindad de infinito.

Definimos, para nuestro caso, los operadores de onda W dados por

Wy : LA(R") — L*(Q)

(14) Wefo= lim et e 100t fy.

Ambos limites en (14) existen para toda f; € L?(R"); més atin, Wi son ambos
operadores unitarios del espacio libre sobre el espacio perturbado (e.g. [17]). Este
hecho es de importancia crucial en la teorfa de dispersiones (cf [36]).

Observamos que, para todo fo € L2(R"), si
WifO = fi7
entonces se tiene

R e R )
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Esto es, f, es el unico elemento en L2(Q) que, bajo el sistema perturbado, se comporta
en el futuro distante como fy bajo el sistema libre. Similarmente, f_ es el tnico
elemento en L2() que se comporta como fy en el pasado distante.

También es importante recalcar que los operadores Wy definidos en (14) no de-
penden de la eleccién de la funcién p; esto se debe a un fenémeno conocido como el
decaimiento de energia local de las ondas acusticas (e.g. [22]).

El objeto fundamental de la teoria de dispersiones, conocido como el operador de
dispersion definido por

S=wiw.

es un operador unitario en L2(R"). El operador de dispersién determina de forma
unica el obstdculo O (e.g. [22]).

Descomponemos el espacio L?(R™) en una infinidad de copias, cada vez mas gran-
des, de L?(S™ 1) mediante la integral directa

LY(R") & /OOEBL?(SH) AN

de forma que el operador de dispersién se descompone en la forma

S /Oo P S A A

donde, para cada A > 0, S(A) es un operador unitario en L?(S"~1). A la funcién S( - )
(que toma como valores a operadores) se le conoce como la matriz de dispersion del

par {—Ag, —A.}.

Para cada A > 0 la matriz de dispersién es una perturbacién de clase traza de
la identidad en L?(S™~1), por lo que su determinante estd definido. El determinante
de S(\) resulta ser, ademds, una funcién continua en A (e.g. [19]). Definimos la fase
de dispersion p(\) como una funcién continua de valores reales tal que cumpla la
igualdad

det S(A) = '™\,

Desde luego, p(A) estd definida médulo la suma de un nimero entero; de cualquier
forma, para efectos de los primeros términos en la expansion asintética (12) de p(A),
la eleccién de el nimero entero es irrelevante, puesto que p(A) crece en el orden de
A

4.2. Historia. Dominios exteriores. Como mencionamos al principio de esta
seccién, Buslaev anuncié en 1971 la expansién (12) para la fase de dispersién del
par {—Aq, —A_.}; sin embargo, y hasta donde tenemos conocimiento, Buslaev nunca
publicé una prueba completa de este resultado. Algunos afios mas tarde, Andrew
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Majda y James Ralston demostraron, en la serie de tres articulos [25], que para el
caso en el que O es convexo se tiene la férmula asintética

%om 2 B B
PN = e Vol(O) A" + L Vol(89) AL + By (9Q) A2
(2m)" (2m)n—1
+ O(\"?). A — 0.

Acé, h,, es una funcién determinada por la curvatura de la frontera. Aproximadamente
al mismo tiempo, Arne Jensen y Tosio Kato consiguieron (en [19]) el primer término
en la expansion para el caso en el que el obstaculo O es un conjunto de tipo-estrella.
En 1982 Vesselin Petkov y Georgi Popov obtuvieron (en [34]) el segundo término en
la expansién para el caso en el que O es un dominio no-atrayente.

El resultado general de lo que podemos llamar el dnalogo de la férmula de Weyl

para dominios exteriores, es decir de la férmula asintética
2wy,

p(A) = @n)n Vol(O) A" + O(A™ 1) A = o0

para obstdculos arbitrarios, fue obtenido por Melrose en 1988 [28] en el caso cuando
el espacio es de dimensién impar y més recientemente por D. Robert para dimension
arbitraria ([37]). A partir de entonces se han publicado numerosas generalizaciones
a situaciones no-Euclideanas (por ejemplo y entre muchos otros [9], [29], [33], [15],

[32]), asi como resultados andlogos para otros operadores diferenciales (por ejemplo,

(7], 15])-

5. LA FUNCION DE DESPLAZAMIENTO ESPECTRAL

Parece natural preguntarse si existe alguna relacién entre las funciones p(A\) y N ()
mas alld de la sorprendente similitud entre sus comportamientos asintoticos. Esta
pregunta se la plantearon Majda y Ralston en el primero de sus tres articulos [25] e
intentaron explicar la relacién, tratando de probar que de alguna forma p(A) cuenta
los ‘eigenvalores salientes’ de la teorfa de Lax-Phillips (cf [22]) que yacen en ciertos
dominios apropiados a elegir; sin embargo, ellos mismos refieren en la conclusién de
ese articulo que encontrar los dominios adecuados ‘resulta desesperanzadoramente
dificil en este punto.’

Una forma que ha resultado notablemente més efectiva para mostrar la existencia
de una verdadera analogia entre p(A) y N () aparece mediante una funcién, denotada
por &()), y conocida como la funcidn de desplazamiento espectral de Lifshits-Krein.

La funcién £(\) fue introducida por el fisico tedrico .M. Lifshits en 1952 ([24])
para perturbaciones de rango finito, y extendida a casos maés generales por M.G.
Krein, quien sent6 las bases matematicas de la teoria de la funcién de desplazamiento
espectral; para una exposicién detallada de esta teoria referimos a [4].
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Resulta ser, que dados dos operadores autoadjuntos H y Hg donde el primero es
una perturbacién del segundo, si esta perturbacion no es ‘demasiado grande’ en cierto
sentido (por ejemplo, es suficiente que la diferencia de sus resolventes en un punto
tenga traza finita), entonces existe una tnica funcién con valores reales £(A) tal que
para toda ¢ en cierta clase de funciones (que va a ser mayor cuanto menor sea la
perturbacion) se tiene la igualdad

(15) Traa(H) = (H) = [ ¢/ VWA

A la funcién £()N) se le conoce como la funcién de desplazamiento espectral para el
par de operadores {H, Hy}.

De cierto modo, la funcién de desplazamiento espectral describe cambios en el
espectro bajo perturbaciones; esto puede ilustrarse mas facilmente en el caso en el
que el espectro es discreto:

Sea p una funcién C*°(R) tal que p(xz) = 1 para z < —1 y p(z) = 0 para x > 0.
Para € > 0, definimos p.(z) = p(z/¢€). Estas funciones p, estan dentro de la clase de
funciones ¢ que satisfacen (15) en una gran generalidad de situaciones (ver e.g. [3]).

Tenemos entonces que para p € R

Traza (5. (H — )~ pu(Ho — ) = [ /L VEN)A

—€

y haciendo € — 0 resulta que
(16) —&(n) = !1—% Traza(pE(H —n) — p(Hy — ,u))

Supongamos ahora que el espectro del operador H no intersecta el intervalo [a, b]
y que el espectro de Hy dentro de [a,b] consta de solamente un eigenvalor A con
multiplicidad N.

Entonces, si € es suficientemente pequeno:

Traza(pE(HO —b) — p(H — b)) = Traza(Eb,E(HO) — Eb,E(H))
Traza(Eq(Ho) — E.(H) + Ex(Hy))
Traza(E,(Ho) — E.(H)) + N
= {(a)+ N.

Tenemos pues, que £ crece en cada eigenvalor de Hy por la multiplicidad del eigenvalor;
de forma similar se puede ver que £ decrece en los eigenvalores de H; esto es, la funcién
de salto espectral es una funcién que en cierta forma ‘cuenta eigenvalores’.

Por otra parte, un resultado conocido como la férmula de Birman-Krein establece,
para el caso en que los espectros de H y de Hy son absolutamente continuos, la a-
priori sorprendente relacion siguiente entre la funcién de desplazamiento espectral y
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la matriz de dispersion:

(17) det S(A) = 7€M,

Es decir, cuando el espectro es absolutamente continuo, £ es igual a la fase de dis-
persién médulo eleccién apropiada de un entero. La férmula (17) fue probada por
Mikhail Sh. Birman y Mark G. Krein ([2]) en una gran diversidad de situaciones, que
incluyen perturbaciones de traza finita. De todo esto, vemos que £ es una funcién

que donde se encuentra espectro discreto cuenta eigenvalores y donde se encuentra
espectro absolutamente continuo es igual a la fase de dispersién.

Jensen y Kato plantearon el problema de encontrar férmulas asintéticas para la
fase de dispercién p(A) en términos de la teoria de Birman-Krein. En [19] demostraron
la existencia de la funciéon de desplazamiento espectral para el par de operadores
—A., —Ag. De forma mas precisa, probaron la existencia de una funcién ¢ tal que

(18) Traua(re(H)r* = o(Ho) = | ¢/
donde r es la restriccién a Q:
r: LA(R") — L*Q)
(rf)lx) = flz), Veel

Habiendo establecido esto, y usando la teoria de Birman-Krein pudieron concluir que
&(A) y p(\) eran el mismo objeto.

Para terminar con esta exposicién, hacemos notar que de la férmula (18) es posible
deducir formalmente una muy interesante relacion entre la funcién de salto espectral
y la funcién espectral:

(/Q em(z,z;\) — eHO(g:7gg;,\)) dx

Traza(EA(H) - EA(HO))
= [ X 505) s

/R(S(/\ — 8)&(s) ds
£(N).
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