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Introducción

Las reformas recientes del currículo matemá-
tico a nivel preuniversitario reconocen la im-
portancia de promover en los estudiantes el
uso de varias estrategias para analizar diver-
sas situaciones o problemas. Se afirma que

en el estudio de las matemáticas es necesa-
rio atender tanto a las líneas de contenidos
como a los procesos donde los estudiantes
tengan oportunidades de examinar casos
particulares, formular conjeturas, presentar
argumentos y comunicar resultados. Duran-
te estas actividades se destaca el uso de di-
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versas representaciones y recursos matemá-

ticos que les permitan identificar el compor-

tamiento de parámetros relevantes de la si-

tuación. En particular, se enfatiza la necesi-

dad de que el maestro diseñe actividades

instruccionales donde los estudiantes tengan

oportunidad de valorar la importancia de

plantear preguntas, utilizar distintos recursos

y estrategias que les permitan examinar cuali-

dades matemáticas asociadas al proceso de

solución. Así, las actividades en una situa-

ción se transforman en un vehículo para pro-

mover en los estudiantes la disposición hacia

el estudio de la disciplina. Aquí el papel del

maestro es fundamental tanto en el monito-

reo del trabajo de los estudiantes como en la

guía constante sobre los caminos y conexio-

nes a explorar. ¿Qué cualidades o caracterís-

ticas son propias de una situación para que

se transformen en un vehículo de aprendiza-

je de procesos y contenidos de las matemáti-

cas? Un aspecto importante es que la situa-

ción o problema debe poseer una estructura

que permita a los estudiantes formular pre-

guntas, usar diversas representaciones, plan-

tear conjeturas, utilizar argumentos y comuni-

car resultados. Además, una situación puede

estar inmersa en múltiples contextos y ofre-

cer al estudiante la oportunidad de estable-

cer conexiones entre el quehacer de la disci-

plina y los contextos en que se presenta. En

este sentido se pueden distinguir tres tipos

de escenarios con características propias de

situaciones que pueden servir de marco para

incentivar la participación de los estudiantes

en actividades esenciales que aparecen en el

quehacer de la disciplina:

Contexto puramente matemático. El referen-
te en donde se desarrolla la situación, involu-
cra solamente aspectos matemáticos. Un ob-
jetivo puede ser la formulación de un
problema o la búsqueda de una solución a

una pregunta planteada. Aquí, el principal in-

terés, desde el punto de vista instruccional, es

que los estudiantes, haciendo uso de una se-

rie de recursos matemáticos, puedan enten-

der la situación para poder plantear un méto-

do o camino de solución. Por ejemplo,

¿cuáles son los números primos que se pue-

den representar como la suma de los cuadra-

dos de dos enteros? Un paso fundamental es

identificar la información relevante y acceder

a un conjunto de conceptos que permitan ex-

plorar casos particulares y eventualmente pre-

sentar un plan de solución. ¿Qué es un núme-

ro primo (sus propiedades)? ¿Cómo expresar

el cuadrado de un número entero?, etc. Estas

podrían ser algunas preguntas iniciales que

ayuden al estudiante a transformar el proble-

ma en una ecuación o tratar de construir una

tabla de los primeros números primos para

poder hacer un análisis de cuáles son aquellos

que son suma de los cuadrados de dos ente-

ros. Nótese que el análisis y discusión de la

pregunta planteada se circunscribe al ámbito

puramente matemático.

Contexto del mundo real. En esta situación,

el entendimiento del problema se relaciona

con la identificación de variables de la situa-

ción real que puedan ser examinadas a partir

de recursos matemáticos. Por ejemplo, el

comportamiento del tráfico en la ciudad de

México es una situación en la cual hay que

identificar varios parámetros relevantes (nú-

mero de vehículos, horas de mayor afluen-

cia, etc). Posteriormente, se recolecta infor-

mación acerca de la interrelación de esos

parámetros y eventualmente se plantea un

modelo matemático que pasa a representar

tal situación. El tratamiento matemático del

modelo permite o ayuda a entender el com-

portamiento de los parámetros y en cierta

medida el de la situación original. Pueden

existir distintos modelos para analizar la mis-
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ma situación y cada uno ofrecer ventajas o

desventajas en el entendimiento o tratamien-

to de la situación. La modelación o matema-

tización de problemas que derivan de situa-

ciones del mundo real, ha sido un reto

constante de la comunidad matemática que

ha contribuido al desarrollo de la disciplina.

Contexto hipotético. La situación se cons-

truye a partir de una serie de suposiciones

acerca del comportamiento de las varia-

bles o parámetros que explican el desarro-

llo de la situación. Dicho comportamiento

de los parámetros no se basa en datos o in-

formación real o de laboratorio. Sin embar-

go, en el tratamiento matemático de la si-

tuación se puede resaltar el uso de diversas

representaciones y estrategias que mues-

tran no sólo el potencial de diversos conte-

nidos matemáticos, sino también contras-

tar diversas cualidades asociadas a las

diversas formas de solución. Por ejemplo,

la información puede ser representada y

analizada en una tabla, una lista ordenada,

a partir de una gráfica o en forma algebrai-

ca. Desde el punto de vista instruccional,

estas situaciones son muy adecuadas y sir-

ven para que el estudiante pueda compa-

rar las ventajas o desventajas que ofrecen

los diferentes métodos que se utilizan al re-

presentar y resolver un problema. Un as-

pecto notable en el tratamiento de situa-

ciones hipotéticas es que se pueden

regular los recursos matemáticos que los

estudiantes usarán para entender y partici-

par en un proceso de solución. El NCTM

(2000)15 propone un conjunto de situacio-

nes hipotéticas en donde el objetivo cen-

tral es que los estudiantes, en el proceso de

solución, empleen no solamente una serie

de recursos matemáticos sino también exhi-
ban distintas representaciones y formas de
solución.

Una característica común en el tratamiento
de las situaciones asociadas a distintos con-
textos, se manifiesta en la forma de entender
la situación, plantear formas de solución y
comunicar los resultados. Es decir, no impor-
ta si el contexto es puramente matemático,
de la vida real o hipotético, el estudiante tie-
ne que acceder a una serie de recursos mate-
máticos y estrategias que le permitan anali-
zar sistemáticamente el comportamiento de
ciertos parámetros. En los tres tipos de con-
textos, es importante plantear conjeturas,
utilizar diferentes representaciones, plan-
tear argumentos, comunicar e interpretar
soluciones.

En el marco de referencia planteado antes,
presentamos un trabajo que se desarrolla en
un contexto hipotético donde se establecen
una serie de condiciones iniciales que permi-
ten examinar la situación a partir del uso de
recursos matemáticos que se estudian en el
nivel medio superior. La situación se transfor-
ma en un vehículo para discutir el potencial
de tres formas diferentes de presentarla: el
uso de una tabla o lista sistemática, la repre-
sentación gráfica o visual, y la representación
algebraica. Cada una de estas representacio-
nes ofrece distintos ángulos para analizar el
comportamiento de los parámetros. Por
ejemplo, la representación gráfica ayuda vi-
sualmente a detectar ciertas regularidades;
mientras que la algebraica puede permitir
analizar el caso general y extrapolar el com-
portamiento que se observa en la informa-
ción de la tabla y la gráfica. Las representa-
ciones numérica y gráfica pueden ser un
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factor importante para alcanzar una repre-

sentación algebraica que permita abordar

casos generales.

El trabajo que se presenta inicia mostrando

una situación en la cual un médico receta

medicamento (sustancia activa) a un pa-

ciente. Se desea determinar la cantidad de

sustancia activa en el cuerpo del paciente

en diferentes momentos después de haber

iniciado el tratamiento; después se formu-

lan y discuten algunas preguntas con la fi-

nalidad de orientar la discusión en la situa-

ción planteada. Durante la discusión se

describen algunas fases importantes que se

deben seguir en el proceso de solución de

un problema, entre las cuales se destacan:

• entendimiento de la situación o problema

• análisis de la información o datos

• solución de casos particulares

• planteamiento y solución de casos gene-
rales

• análisis retrospectivo del proceso de so-
lución.

En la última parte se presenta una guía de

aplicación que auxilia al maestro en la puesta

en práctica con los alumnos, de las activida-

des que se han desarrollado a lo largo de la

discusión del trabajo.

1. Planeación de la actividad

Descripción. Los estudiantes reciben infor-

mación sobre las características particulares

de un tratamiento médico bajo el suministro

de medicamento. A partir de esto, deben

obtener información que les permita deter-

minar la cantidad de medicamento en dife-

rentes momentos. En este proceso los estu-

diantes necesitan examinar la información

desde diferentes perspectivas.

Antecedentes. Los estudiantes deben dis-

poner de diferentes representaciones de

los números racionales (decimal, cociente

de enteros); funciones (lineales); pendien-

tes de rectas; representación de datos (grá-

fica, tabular y algebraica).

Contenidos matemáticos importantes en
el proceso de solución. Los contenidos

matemáticos requeridos en el proceso de

solución, incluyen funciones, relaciones re-

cursivas, pendientes de rectas, números ra-

cionales (operaciones) y su representación

decimal, proporcionalidad, razón de cam-

bio, procesos de aproximación (límites),

progresiones geométricas, escalas y medi-

das.

Procesos matemáticos. Se debe tener en

cuenta el uso de tablas (tratamiento numéri-

co de la información), la representación gráfi-

ca o visual de la información, la representa-

ción algebraica, el análisis de casos particula-

res, la búsqueda de patrones y generalizacio-

nes, la visión retrospectiva del proceso de so-

lución, la comunicación oral y escrita de

resultados.

Condiciones de aplicación. La actividad se

puede realizar individualmente o por equipo

(3 a 5 estudiantes) que podrán usar calcula-

doras o algún programa computacional. El

tiempo estimado de la actividad es de tres

horas en total, dividido en dos sesiones de

hora y media.

2. El problema

Cuando un paciente recibe un trata-
miento médico bajo el suministro de
medicamento, se observa que si la
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dosis es pequeña, es posible que
éste no produzca ningún efecto po-
sitivo en el paciente. Por otro lado, si
al paciente se le suministra una dosis
muy grande, los efectos colaterales
del medicamento pueden ser peli-
grosos. Además, para que el medica-
mento logre el efecto deseado, es
importante que cierta cantidad de
sustancia activa permanezca en el
organismo del paciente durante de-
terminado tiempo.

A continuación se describe la forma en que
el organismo de un paciente recibe y asimila
medicamento durante un tratamiento médi-
co hipotético.

Descripción del suministro. Un médico exa-
mina a un paciente y le receta un tipo de me-
dicamento que le ayude a combatir cierta en-
fermedad. Por cada suministro, la dosis de
sustancia activa del medicamento que le re-
ceta es de 16 unidades. El médico le da la si-
guiente descripción del suministro a su ayu-
dante de laboratorio, con la finalidad de
hacer un estudio posterior.

i. Dosis por cada suministro: 16 unidades.

ii. Cuando el paciente recibe un suministro
de medicamento, su organismo inicia inme-
diatamente un proceso para asimilar las 16
unidades, y este proceso termina a los 10 mi-
nutos de iniciado. Así, diez minutos después
del primer suministro, el cuerpo del paciente
habrá asimilado la cantidad total de sustan-
cia activa que le fue suministrada.

iii. En el momento en que el organismo del pa-
ciente asimila el total de la sustancia activa que
le fue suministrada, se inicia un proceso de eli-
minación del medicamento.

iv. Cuando la cantidad máxima de medica-
mento previa a un suministro se ha reducido

a la mitad, tiene lugar el siguiente, iniciándo-

se un aumento en la cantidad de sustancia

activa en el organismo del paciente. Para el

medicamento que se está suministrando, el

médico indica que esa reducción se logra

cada 4 horas a partir del suministro. Por ejem-

plo, el segundo suministro se realizará cuan-

do la cantidad de sustancia activa sea de 8

unidades, lo cual ocurrirá cuando hayan

transcurrido cuatro horas después del primer

suministro.

v. El paciente recibirá varios suministros du-

rante el tratamiento.

¿Cómo analizar la evolución de la cantidad

de medicamento en el cuerpo del paciente a

partir del uso de ideas o recursos matemáti-

cos? ¿Qué datos o información pueden ser

importantes en el análisis? El ayudante de la-

boratorio se plantea la tarea de cuantificar la

cantidad de sustancia activa que permanece-

rá en el cuerpo del paciente en diferentes mo-

mentos.

Una posible forma de abordar la tarea plan-

teada, es formulando algunas preguntas que

se relacionen directamente con la tarea a

realizar.

• ¿Qué cantidad de medicamento acumu-
la el organismo en cada suministro?

• ¿Qué cantidad de medicamento se acu-
mula en el organismo 10 minutos des-
pués de cada suministro?

Antes de intentar dar respuesta a las pre-

guntas planteadas, es conveniente hacer al-

gunos señalamientos sobre la importancia

de documentar y describir el proceso de

solución de un problema que involucra el

uso de diversos recursos y procesos mate-

máticos.
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3. Análisis y discusión de fases
importantes durante el proceso
de solución

En el proceso de resolver un problema, siem-
pre es posible distinguir fases o etapas que
explican las acciones que el sujeto realiza du-
rante la búsqueda e implantación de posibles
caminos de solución. Por ejemplo, una pri-
mera etapa se vincula con la importancia de
entender la situación o problema; específica-
mente interesa identificar la información rele-
vante que ayude a proponer caminos o for-
mas de solución. Otro aspecto, es el diseño e
implantación de una o varias formas de solu-
ción. En particular, en esta fase se destaca el
uso de diferentes estrategias como: el uso de
tablas, el análisis de casos particulares, la bús-
queda de patrones, o el análisis sistemático de
la información a partir de diversas represen-
taciones (gráficas o algebraicas). Otra etapa
esencial, es la revisión y análisis global del
proceso de solución y la búsqueda de otras
conexiones con la situación original.

Las dos preguntas planteadas inicialmente
sirven de referencia para señalar y discutir las
fases importantes del proceso de solución.
En particular, se identifica el potencial de un
conjunto de estrategias que aparecen vincu-
ladas a las distintas fases del proceso. Ade-
más se sugiere un conjunto de actividades
que los estudiantes pueden realizar durante
su interacción con la situación.

Entendimiento de la situación o problema.
Conviene explicar en forma verbal y escrita,
usando sus propias palabras, la información
que aparece en el enunciado de la descrip-
ción del suministro, en términos de lo que le
ocurre a la cantidad de sustancia activa du-
rante un periodo determinado. En esta fase
se destaca la identificación de datos y mo-
mentos importantes durante el tratamiento.

Algunos datos que parecen ser relevantes en

el entendimiento de la situación que se está

analizando, se enumeran a continuación:

– la dosificación es de 16 unidades en cada
suministro

– el tiempo de asimilación de la dosis es de
10 minutos

– el periodo de suministros es de 4 horas

– la cantidad de sustancia activa que se eli-
mina entre un valor máximo y un mínimo
es la mitad del valor máximo.

Análisis sistemático de la información me-
diante diversas representaciones. Existen di-

ferentes maneras de analizar los datos o in-

formación relevantes que se incluyen en una

situación o problema. Por ejemplo, el uso de

una tabla puede ayudar a determinar el com-

portamiento de ciertas relaciones entre los

datos a partir de un análisis cuantitativo. Una

representación gráfica puede ayudar a efec-

tuar un análisis visual del comportamiento de

los parámetros importantes de la situación o

problema. De la misma manera, una repre-

sentación algebraica puede ser de utilidad

para expresar en forma general y concisa la

relación existente entre datos e incógnitas.

En la situación que se está abordando, se ilus-

tra el uso de estos tipos de representaciones

y sus conexiones para contestar y extender

las dos preguntas planteadas inicialmente.

(i) Uso de una tabla. Cuando se analizan da-

tos numéricos, un recurso de utilidad es el

uso de tablas en donde se muestren aspec-

tos relevantes de la información.

¿Qué datos deben aparecer en una tabla

para hacer un análisis eficiente de la informa-

ción? La respuesta a esta pregunta depende-

rá de las condiciones del problema o situa-
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ción. En nuestro caso, dado que hay varios
momentos importantes y la información en
cada uno de ellos está relacionada estrecha-
mente, se ha elegido la siguiente tabla; sin em-
bargo, existen otras posibilidades para pre-
sentar tal información. ¿Cuáles propondría?

Para determinar las entradas de la tabla usa-
remos las reglas de asignación que determi-
nan la cantidad de sustancia en diferentes
momentos. Por ejemplo, la cantidad de sus-
tancia en el organismo al momento del sumi-
nistro es la mitad de la cantidad máxima antes
de éste. ¿Cuál es la regla que determina la
cantidad de sustancia en el organismo 10 mi-
nutos después del suministro?

De la tabla 1 se observa la dependencia que
hay entre el número de suministros y el nú-
mero de horas transcurridas, más aún, uno
determina al otro y recíprocamente. ¿Cuál es
la relación de dependencia?

¿Cuántas horas han transcurrido en el mo-
mento del n-ésimo suministro?

Describa cómo cambia la cantidad de sus-
tancia activa en el organismo del paciente a
partir del análisis de la información incluida
en la tabla anterior. ¿Qué se observa respec-
to a la cantidad de sustancia activa en el
cuerpo del paciente conforme recibe sumi-
nistros de medicamento?
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Tabla 1

Suministro
No. (cada 4

horas)

Horas
transcurridas al
momento del

suministro

Cantidad de
sustancia activa en
el organismo en el
momento de cada

suministro

Cantidad de
sustancia activa en
el organismo, 10
min. después de
cada suministro

1 0 0 16

2 4 8 24

3 8 12 28

4 12 14 30

5 16 15 31

6 20 15.5 31.5

7 24 15.75 31.75

8 28 15.875 31.875

9 32 15.9375 31.9375

10 36 15.96875 31.96875



La información contenida en la tabla ilustra
algunos aspectos de cómo varía la cantidad
de sustancia activa en el organismo después
de que el paciente ha recibido cierto número
de suministros. De hecho, nos permite obser-
var una tendencia de la cantidad de medica-
mento en el paciente. Esta tendencia puede
ser más reveladora, si representamos los da-
tos de la tabla mediante el uso de una gráfica
en donde se muestre la cantidad de sustan-
cia al incrementar el número de horas, y por
lo tanto, el número de suministros.

Entre otras cosas, el uso de una tabla nos per-
mite construir, a partir de la información con-
tenida en ésta, una gráfica que ilustre de ma-
nera visual el comportamiento de las
cantidades bajo estudio.

(ii) Representación gráfica. Con los datos de
la tabla, construya una representación gráfi-
ca donde se exhiba el número de horas trans-
curridas y la correspondiente cantidad de
sustancia activa acumulada en el cuerpo del
paciente (figura 1).

Describa lo que se observa en la gráfica, en
términos del seguimiento del tratamiento.
¿Qué diferencias de la información resaltan
entre las representaciones tabular y gráfica?

(iii) Análisis algebraico de la información. En
algunos casos, la información que se obtie-
ne de una tabla o gráfica, puede ser sufi-
ciente para responder y analizar preguntas
importantes de la situación o problema. Sin
embargo, es común que los datos de una
tabla o la información gráfica, sean el
vehículo para introducir en el análisis otros
métodos, como el algebraico. Por ejemplo,
en la tabla y gráfica construidas anterior-
mente, se han observado ciertas regularida-
des en la forma en que cambia la cantidad
de sustancia activa en el organismo del pa-
ciente. ¿Cómo describir las regularidades
en forma algebraica? Regresemos a la tabla
1 y procedamos a efectuar un análisis de
cómo se calculó la cantidad de sustancia
en forma racional, es decir, como cociente
de enteros. Esto se ilustra en la tabla 2, la
cual se construye con la regla: en el sumi-
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nistro número n ≥ 2, la cantidad de sustan-
cia es la que había en el suministro número
n – 1, más 16, todo dividido entre dos.

Hagamos algunas observaciones sobre las
regularidades de los datos de la tabla. Prime-
ramente, en la tabla 1 notamos que la canti-
dad de sustancia en el organismo, muestra un
patrón de comportamiento al aumentar el
número de suministros. Este patrón lo identifi-
camos como sigue. Notemos que el numera-
dor de la expresión que indica la cantidad de
sustancia activa, contiene sumas de la forma

16 + 2 . 16 + 22 . 16 + ... + 2k . 16,

en donde k es un entero positivo. Más precisa-
mente, si Cn denota la cantidad de sustancia ac-

tiva en el organismo del paciente en el mo-
mento del n-ésimo suministro, de la tabla 1 se
obtienen las siguientes regularidades:

– aparece 16 como factor en Cn

– cada sumando en el numerador contiene
potencias de 2, cuyos exponentes crecen
de cero a n – 2

– el denominador es 2n–1.

Traduciendo lo anterior a lenguaje algebrai-
co se concluye que:

C n

n

n
=

+ ⋅ + ⋅ + ⋅⋅⋅+ ⋅16 216 2 16 2 16

2

2 2

1

–

–

=
+ + + ⋅⋅⋅+











16
1 2 2 2

2

2 2

1

n

n

–

–
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Tabla 2

Suministro

Número
Cantidad de sustancia activa en el organismo al momento de cada suministro

1 0

2
0 16

2

16

2

+
=

3

4

5

6



Note que el referente fundamental para des-
cribir el patrón, es el número de suministros:
1, 2,..., n.

La expresión que se tiene para Cn sugiere la
pregunta: ¿cómo representar la suma 1 + 2
+ 22 + ... + 2n–2 en forma “cerrada” (fórmu-
la)? Las condiciones del problema imponen

la condición 2 ≤ n, (n es el número de sumi-
nistros), pues para n = 1, la cantidad de sus-
tancia se obtiene directamente de los da-
tos. Denotemos por Sn–2 a la suma anterior
y observemos las siguientes características
interesantes que relacionan a Sn–2 y Sn–1:

Sn–1 = 1 + 2 + 22 + ... + 2n–2 + 2n–1

= Sn–2 + 2n–1

Por otro lado,

Sn–1 = 1 + 2 (1 + 2 + 22 + ... + 2n–2)
= 1 + 2Sn–2.

De las ecuaciones anteriores obtenemos:

Sn–2 = 2n–1 –1,

Lo que a la vez nos permite escribir a Cn en la
siguiente forma

C n

n

n

n

n

=
+ + + ⋅⋅⋅+











=

=

16
1 2 2 2

2

16

2
2 1

16

2 2

1

1

1

–

–

–

–( – )

1
1

2 1
– .

–n













Cambiando 2 por r en la discusión previa,
encuentre una expresión para la suma , con
n un entero positivo. El caso r = 1 debe tra-
tarse aparte.

Se observa que diez minutos después del
n-ésimo suministro, el cuerpo del paciente
habrá acumulado la cantidad que tenía en
ese momento, más la que acaba de ser asimi-
lada (16 unidades). Si esta cantidad la deno-
tamos por An se tendrá:

A Cn n n n
= + =











+ =











16 16 1

1

2
16 16 2

1

21 1
– – .

– –

En una parte el proceso de determinación
de las fórmulas para An y Cn, el estudiante se
puede ayudar con una calculadora simbóli-
ca, como la TI92. Con este tipo de calcula-
dora se puede proceder de la siguiente ma-
nera. Tomando como referencia a la
ecuación

C n

n

n
=

+ + + ⋅⋅⋅+
16

1 2 2 2

2

2 2

1

–

–
,

la tarea inicial sería: ¿cómo introducir esta in-
formación en la calculadora de tal manera
que se pueda generar la fórmula correspon-
diente? Una posible forma es la siguiente.
Escriba la ecuación anterior en forma de su-
matoria haciendo uso de las facilidades que
proporciona la calculadora, es decir, usando
los comandos correspondientes, escriba la

expresión ( )16

2
2

1 0

2

n

k

k

n

–

–









 =∑ . Una vez hecho

esto, se puede invocar el comando factor

con lo que se obtiene:

16

2
2 16 2 2 2

1
0

2

n

k

k

n
n n

–

–
–( ) ,






















= −

=
∑

lo que se puede escribir como 16 1
1

2 1
( – )

–n
,

que corresponde exactamente a la fórmula
obtenida antes.
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Un procedimiento análogo se puede seguir
para obtener An, esto se ilustra en seguida.
Proceda como antes, es decir, utilice el co-
mando factor a la expresión:

( )( / )– –
16 2 2 161

0

2n k

k

n

=∑ + , lo que producirá

32(2n – 1)2–n (figura 3). Como antes, este re-
sultado se puede escribir en la forma

16 2
1

2 1
–

–n











, que corresponde al resultado que

se obtuvo para An.

El uso de la calculadora simbólica se puede
extender para abordar problemas más ge-
nerales. Arriba se solicita que al cambiar 2

por r se obtenga una expresión que repre-
sente a la suma 1 + r + r2 + ... + rn, n entero

positivo y r¹1. Para obtener el resultado
aplique el comando factor a la expresión:

rk

k

n

=∑ 0
y obtendrá como resultado:

(rn+1 – 1)/(r – 1) (figura 4).

En los casos tratados antes, la calculadora se
puede emplear como un medio que verifi-
que las fórmulas obtenidas por procedimien-
tos algebraicos.

Se observa que el empleo de esta herramien-
ta puede ser de utilidad para que el estudian-
te conjeture fórmulas o expresiones genera-
les en forma directa.

A partir de las expresiones anteriores para
An y Cn, se pueden verificar los valores en las
tablas anteriores como un medio para com-
probar que los cálculos efectuados para
obtener An y Cn son correctos. En la tabla 3
aparecen los valores con expresiones deci-
males. Verifique estos resultados usando
las fórmulas anteriores (use su calculado-
ra). La prueba formal que garantiza la vali-
dez de las fórmulas anteriores se puede dar
por inducción matemática16 sobre n.
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Figura 2

Uso de la calculadora para determinar Cn

Figura 3

Uso de la calculadora para determinar An

Figura 4

Determinación de 1 + r + r2 + ... + rn

16
Para una revisión del enunciado y uso del principio de inducción matemática, se recomienda consultar el fascículo: “El Método de la

Inducción Matemática”, I.S. Sominskii, Editorial LIMUSA-WILLEY, S.A. (1972).



Los resultados anteriores se han obtenido su-
poniendo que los suministros son dados
cada 4 horas. ¿En qué forma cambian éstos,
si los suministros se dan cada 8 horas? ¿En
qué forma, si los suministros son dados cada
12 horas?

(iv) Variación continua de cantidades. Cuan-
do se abordan problemas que involucran a
diferentes tipos de números, por ejemplo:
enteros, racionales y reales, una primera
aproximación en la búsqueda de soluciones
es considerar números enteros, y a partir de
los resultados obtenidos para este caso, con-
tinuar con un análisis que incluya a los núme-
ros reales para tener una visión más comple-
ta del problema. Por ejemplo, en la discusión
que se ha hecho antes respecto a la cantidad
de sustancia activa en el cuerpo del paciente,
se ha tomado como referente el número de su-
ministros, el cual es un entero. Sin embargo, el

número de suministros está determinado por

el tiempo transcurrido a partir del momento en

que se inicia el tratamiento. Por esto, bajo hi-

pótesis adicionales sobre el suministro, se pue-

de hacer una análisis de la cantidad de sustan-

cia en el organismo para cada tiempo t. Para

ilustrar estas ideas, haremos la siguiente suposi-

ción. Una posibilidad, la cual simplifica el análi-

sis significativamente, es que la rapidez de asi-

milación sea constante. De la misma manera,

supongamos que el organismo elimina a una

rapidez constante. Con estas suposiciones se

pueden plantear las siguientes preguntas.

¿Cuál es la razón de cambio entre valores

máximos y mínimos al considerar dos sumi-

nistros consecutivos?

¿Cómo determinar la cantidad de sustancia

activa en cada instante después de iniciado

el tratamiento?
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Tabla 3

Suministro
No.

(cada 4 horas)

Horas transcurridas al
momento del

suministro

Cn An

1 0 0 16

2 4 8 24

3 8 12 28

4 12 14 30

5 16 15 31

6 20 15.5 31.5

7 24 15.75 31.75

8 28 15.875 31.875

9 32 15.9375 31.9375

10 36 15.96875 31.96875



Con las condiciones que se han establecido,
se puede obtener una expresión que deter-
mine la cantidad de sustancia activa en cada
instante. Para esto procederemos de la si-
guiente forma.

La hipótesis sobre la forma en que asimila la
sustancia el organismo, equivale a decir que
la cantidad de sustancia entre un valor máxi-
mo y un mínimo varía linealmente respecto al
tiempo, entonces, para determinar la canti-
dad de sustancia en cada momento, es sufi-
ciente (¿por qué?) encontrar las pendientes
de los segmentos que unen los puntos (n, Cn)
y (n + 1/24, Cn+ 16); (n + 1/24, Cn + 16) y (n + 1,
Cn+1) (figura 5).

Aquí se ha tomado como unidad de medida
el tiempo que transcurre entre dos suminis-
tros consecutivos, entonces 10 minutos es
1/24 de esta unidad (¿por qué?).

Notemos que la rapidez de eliminación es pre-
cisamente la pendiente del segmento definido

por los puntos (n + 1/24, Cn + 16) y (n + 1, Cn+1).
Si ésta es denotada por En, entonces se tiene:

En

C n C n

n n n
n

= +

+
=













1 16

1
1
24

24

23
16 1

1

2
16 1

1

2

– –

– –
– – –

–
–

–
– –

1
16

384

23

1

2
1

1

2

1





























=
n n

=












384

23

1

2

1
n

– . (¿por qué?)

Para analizar el proceso de asimilación, bajo la
hipótesis de su rapidez constante, debemos to-
mar un valor mínimo, (Cn) y el inmediato valor
máximo, (An = Cn + 16). Si la rapidez de asimila-
ción es denotada por Dn, se tiene:

D
C C

n n
n

n n=
+

+
= =

16

1 24

16

1 24
384

–

/ – /
.

¿Cuál es el significado del valor Dn = 384 en
términos de la cantidad de sustancia asimi-
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Figura 5



lada por unidad de tiempo? ¿Está de acuer-
do este resultado con los datos iniciales?

La figura 6 ilustra la cantidad de sustancia en
cada instante partiendo de los supuestos ante-
riores, (rapidez de asimilación y eliminación
constante). Esta gráfica puede ser útil para res-
ponder las preguntas que se plantean. ¿Puede
obtener una función que describa la cantidad
de sustancia en el organismo del paciente en
cada instante? ¿Cuáles son los significados de
las expresiones para En y Dn en términos de la
variación de sustancia activa en el organismo
del paciente? Explique.

En el suministro de algún medicamento, se
espera que el organismo mantenga una can-
tidad mínima, para que surta efecto, y una
máxima para evitar sobredosis. Identifique
en la gráfica anterior, a partir de qué suminis-
tro se consideran estabilizadas tanto la canti-

dad máxima como mínima. ¿Cuáles son esos
valores? Explique.

El proceso de absorción y eliminación de sus-
tancias médicas depende del organismo de
cada persona. En la situación que se ha esta-
do discutiendo, diremos que el paciente tie-
ne un factor de eliminación de 1/2, lo cual
significa que al momento de un suministro, el
organismo ha eliminado la mitad de la canti-
dad máxima que alcanzó 10 minutos des-
pués del suministro previo. ¿Cuál es el com-
portamiento de las cantidades en un proceso
similar al anterior para un paciente que tiene
un factor de eliminación de 1/3? ¿Cuál es
para un paciente que tiene un factor de elimi-
nación 1/4?

Llamemos período de absorción al tiempo
que tarda el cuerpo del paciente en asimi-
lar la totalidad del medicamento después
de haberlo recibido. Por ejemplo, en el
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Figura 6



caso discutido antes, el período de absor-

ción es 10 minutos. Si t ≠ 10 minutos es un
tiempo fijo mayor que cero y menor que 4
horas, ¿Cambian todos los resultados ante-
riores?

Tratamiento del caso general. En general, al
poner en práctica un tratamiento bajo el su-
ministro de medicamento, se deben conside-
rar ciertas características físicas del paciente
(edad, peso, etc.), las cuales ayudarán a de-
terminar la dosis correspondiente.

Supongamos que se desea hacer un estudio
en el cual se tratarán pacientes suministrán-
doles un medicamento que exhibe un patrón
similar al discutido antes. Lo que se debe te-
ner como datos son:

– la cantidad d de sustancia a ser suministra-
da cada vez

– el factor r de eliminación

– el período t de absorción

– el tiempo s entre cada suministro.

En el tratamiento discutido antes, d = 16 uni-
dades, r = 1/2, t = 10 minutos y s = 4 hrs. Si en
cada suministro el paciente recibe d unida-
des, el factor de eliminación es r, el tiempo
de absorción es t, y el cuadro de comporta-
miento es como el que ha sido discutido an-
tes, entonces al término de t unidades de
tiempo, por ejemplo minutos, después del
primer suministro, el paciente registra en su
organismo d unidades, de las cuales, al mo-
mento del segundo suministro, tendrá d – rd,
cantidad igual a la que tenía, menos la que
eliminó. Al término de t minutos después del
segundo suministro, tendrá d – rd + d = d(2 – r)
unidades. El análisis para suministros sucesivos
lo podemos ilustrar de la siguiente forma. Si
Cn denota la cantidad de sustancia activa en
el cuerpo del paciente al momento del n-ési-

mo suministro (n ³ 2), t minutos después, la
cantidad se habrá incrementado a Cn + d. De-
notemos esta nueva cantidad por An. Enton-
ces la relación entre Cn y An-1, de acuerdo a las
condiciones del suministro, es: Cn es igual a
An-1, menos la cantidad que fue eliminada, la
cual es rAn-1, en forma algebraica,

C A rA A rn n n n= =– – –– ( – )1 1 1 1

También se tiene que An-1 es la cantidad que
había al momento del (n – 1)-ésimo suminis-
tro más d, es decir, sustituyendo la última
ecuación en la penúltima, agrupando y facto-
rizando se tiene:

C C d rn n= +( )( – ),–1 1

es decir, podemos obtener Cn conociendo Cn–1.

¿Cuál es la relación que hay entre An y An-1? Con
las expresiones anteriores para Cn, podemos
obtener algunas de las entradas de la siguiente
tabla, ¿Cómo llenar las restantes? En lo que si-
gue, n denota el número de suministro.

En la tabla 4 se observa un patrón de compor-
tamiento en la expresión que determina a Cn.
Al momento del suministro n-ésimo, Cn está
expresada como suma de potencias de 1– r,
corriendo los exponentes desde 1 hasta n – 1
y d aparece como factor común. Esto se pue-
de representar en forma algebraica como se
indica abajo.

Cn = d[(1 – r) + (1 – r)2 + (1 – r)3 + ... + (1 – r)n – 1]

Podemos utilizar la ecuación anterior para
obtener una expresión para An, recordando
que An = Cn + d, de lo que se tiene:

An = Cn + d

= d[(1 – r) + (1 – r)2 + (1 – r)3

+ ... + (1 – r)n – 1] + d

180

Incorporación de Nuevas Tecnologías al Currículo de Matemáticas de la Educación Media de Colombia



= d[1 + (1 – r) + (1 – r)2 + (1 – r)3

+ ... + (1 – r)n – 1]

Se observa que la expresión que representa a
Cn contiene sumas de la forma B + B2 + ... + Bk,
la cual al sumarle uno, es similar a las conside-
radas antes, para el caso B = 2. Denotemos
por Sk a la suma 1 + B + B2 + ... + Bk. La relación
entre Sk y Sk–1 es similar al caso B = 2, tratado
antes, es decir,

Sk = 1 + B + B2 + ...+ Bk

= 1 + BSk – 1

= Sk–1 + Bk

De esto obtenemos: (B – 1)Sk – 1 = Bk – 1. Si B = 1,
la suma que define a Sk–1 contiene k suman-
dos todos iguales a 1, por lo que Sk–1 = k. En
cualquier otro caso se tiene,

S
B

B
k

k

–

–

–
.1

1

1
=

Con este resultado obtenga una fórmula
para la suma B + B2 + ... + Bk y verifique que las
expresiones que determinan a Cn y An están
dadas por:

C d
r r

r

A d
r

r

n

n

n

n

=












=












1 1

1 1

– –( – )
,

–( – )
,

cuando r ≠ 0.

Es interesante notar que el uso de una calcu-

ladora simbólica puede ser de gran utilidad,

aún en el caso en que se aborden problemas

completamente algebraicos. Por ejemplo,

usando la calculadora TI-92, podemos obte-

ner las fórmulas anteriores; para ésto proce-

demos como sigue:

Para obtener An aplique el comando fac-

tor a la expresión: ( )d r k
k

n ( – )– 10

1

=∑ , lo cual

produce d
r

r

r

n1 1
–

(–( – ))










, que es una expre-

sión equivalente a la que aparece arriba (fi-

gura 7).

Un procedimiento similar se aplica para ob-

tener Cn , salvo que ahora la sumatoria que
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Tabla 4

N Cn An

1 0 d

2 d(1 – r) ?

3
[d(1 – r) + d][1 – r]

= d[(1 – r)2 + (1 – r)]
?

4
{d[(1 – r)2 + (1 – r)] + d}{1 – r}
= d[(1 – r)3 + (1 – r)2 + (1 – r)]

?

5
{d[(1 – r)3 + (1 – r)2 + (1 – r)] + d}{1 – r}
= d[(1 – r)4 + (1 – r)3 + (1 – r)2 + (1 – r)]

?



define a Cn inicia en uno. ¿Cómo procederá
para obtenerlo?

Con el uso de la calculadora se puede abor-
dar parte de la siguiente pregunta ¿Qué ocu-
rre cuando r toma los valores 0, 1/2, 1? Inter-
prete estos resultados.

En la discusión anterior se tomó como dato
importante el factor de eliminación del or-
ganismo. ¿Qué formulación se tiene para
un tratamiento en el que se conoce el fac-
tor de retención? Es decir, si conocemos
que la cantidad de medicamento que tiene
el cuerpo del paciente al momento de un
suministro, es r veces la cantidad máxima
alcanzada t minutos después del suminis-
tro previo?, ¿qué formulación se tiene para
este caso?

Visión retrospectiva del proceso de solu-
ción. El proceso de solución del problema
ofrece oportunidades para que los estu-
diantes:

a) obtengan información numérica y la orga-
nicen de manera sistemática

b) se percaten de la utilidad que tiene el usar
diferentes representaciones de la informa-
ción disponible, en particular resalta la im-
portancia de sistematizar la información me-
diante el uso de una lista ordenada de los

datos, es decir, por medio de una tabla, lo
que a la vez permite la construcción de una
gráfica a partir de los datos

c) comparen la consistencia entre los resulta-
dos obtenidos directamente de las condicio-
nes del problema con los que se obtienen de
fórmulas obtenidas en la discusión

d) valoren la importancia de abordar casos
particulares en el proceso de solución de un
problema

e) generalicen a partir del estudio de casos
particulares. Esto les muestra la necesidad de
usar símbolos y términos para abordar situa-
ciones generales.

4. Guía de aplicación para el
estudiante

Nombre del estudiante:
Nivel:
Escuela:
Dependencia
Fecha:

Instrucciones. Lea cuidadosamente la des-
cripción y explicación que un médico le pro-
porciona a su ayudante de laboratorio cuan-
do se prescribe medicamento. Conteste las
preguntas que se indican mostrando todas
las ideas y recursos matemáticos que emplee
en el proceso de solución.

Descripción del suministro. Un médico exa-
mina a un paciente y le receta un tipo de me-
dicamento que le ayude a combatir cierta en-
fermedad. Por cada suministro, la dosis de
sustancia activa del medicamento que le re-
ceta es de 16 unidades. El médico le da la si-
guiente descripción del suministro a su ayu-
dante de laboratorio con la finalidad de hacer
un estudio posterior.
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Figura 7

Uso de la calculadora para determinar An



a) Dosis por cada suministro son de 16 uni-
dades.

b) Cuando el paciente recibe un suministro
de medicamento, su organismo inicia inme-
diatamente un proceso para asimilar las 16
unidades, y este proceso termina a los 10 mi-
nutos de iniciado. Así, diez minutos después
del primer suministro, el cuerpo del paciente
habrá asimilado la cantidad total de sustan-
cia activa que le fue suministrada.

c) Al momento que el organismo del pacien-
te asimila el total de la sustancia activa que le
fue suministrada, se inicia un proceso de eli-
minación del medicamento.

d) Cuando la cantidad máxima de medica-
mento previa a un suministro se ha reducido
a la mitad, tiene lugar el siguiente, iniciándo-
se un aumento en la cantidad de sustancia
activa en el organismo del paciente. Para el
medicamento que se está suministrando, el
médico indica que esa reducción se logra
cada 4 horas a partir de suministro. Por ejem-
plo, el segundo suministro se realizará cuan-
do la cantidad de sustancia activa sea de 8
unidades, lo cual ocurrirá cuando hayan
transcurrido cuatro horas después del primer
suministro.

e) El paciente recibirá varios suministros du-
rante el tratamiento.

A partir de esta descripción del suministro,
responda las siguientes preguntas relaciona-
das con la cantidad de sustancia activa que
permanecerá en el cuerpo del paciente en
diferentes momentos:

Comprensión de la situación o problema.
Explique en forma verbal y con sus propias
palabras la descripción del suministro.

– ¿Qué cantidad de sustancia recibe el pa-
ciente en cada suministro?

– ¿Cuánto tiempo transcurre en asimilar la
primera dosis?

– ¿En cuánto se ha reducido la cantidad de
sustancia al momento del segundo sumi-
nistro?

Diseño y puesta en práctica
de un plan

a) ¿Qué cantidad de medicamento ha reteni-
do el organismo del paciente al momento de
cada suministro? En una tabla, describa la
cantidad de sustancia activa que permanece
en el cuerpo del paciente en el momento
que se realiza el suministro, durante las pri-
meras treinta y seis horas.

b) ¿Qué cantidad de medicamento se acu-
mula en el organismo 10 minutos después
de cada suministro? En una tabla describa
la cantidad de medicamento que acumula
el organismo del paciente 10 minutos des-
pués de cada suministro durante las prime-
ras treinta y seis horas.

c) A partir de la información incluida en las
tablas anteriores, represente en una gráfica la
cantidad de sustancia activa que retiene el
paciente en el momento de cada suministro
(cada 4 horas) y diez minutos después de
éste.

d) Describa lo que se observa en la gráfica,
en términos del seguimiento del tratamien-
to. ¿Qué diferencias resaltan entre las re-
presentaciones tabular y gráfica de la infor-
mación referente al tratamiento?

e) En una tabla, describa la cantidad de sus-
tancia activa en el organismo del paciente
para los primeros 7 suministros. El resultado
expréselo como se indica en los siguientes
ejemplos. La cantidad de sustancia activa en
el tercer y cuarto suministro se puede repre-
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sentar como
(8 + 16)/2 y [(8 + 16)/2 + 16]/2 = (8 + 16 + 2 . 16)/2,

respectivamente (explique). ¿Existe alguna
regularidad o patrón en la cantidad de sus-
tancia activa para cada suministro? ¿Cómo
se puede expresar la cantidad de sustancia
activa para cada suministro? ¿Cómo se pue-
de expresar la cantidad de sustancia activa
almacenada por el organismo del paciente
en el n-ésimo suministro?

f) Determine la expresión que ayude a calcu-
lar la cantidad de sustancia activa 10 minutos
después del n-ésimo suministro.

g) Se observa (figura 8) que en dos suministros
consecutivos, n y (n + 1) existe un momento
(10 minutos después del primer suministro)
donde la cantidad del primer suministro Cn se
incrementa en 16 unidades. Si se unen con
rectas los puntos (n,Cn), (n + 1/24, Cn + 16) y
(n + 1, Cn + 1) calcule las pendiente de estas dos
rectas. ¿Qué significa el valor de las pendientes
en relación al tratamiento?

h) En las condiciones del tratamiento se ob-
serva que el paciente tiene un factor de elimi-
nación de 1/2, lo cual significa que al mo-
mento de un suministro, el organismo ha
eliminado la mitad de la cantidad máxima
que alcanzó 10 minutos después del suminis-
tro previo. ¿Cuál es el comportamiento en un
proceso similar al anterior para un paciente
que tiene un factor de eliminación de 1/3?
¿Cuál es el comportamiento en un proceso
similar al anterior para un paciente con factor
de eliminación de 1/4?

I) Caso General. Si ahora en cada suminis-
tro el paciente recibe d unidades de sustan-
cia activa, el factor de eliminación es r y se
mantiene el cuadro de comportamiento
anterior, entonces la siguiente tabla descri-
be los primeros tres suministros y lo que
ocurre en cuanto a la cantidad de sustancia
activa en el cuerpo del paciente al momen-
to del suministro y diez minutos después
de éste.

184

Incorporación de Nuevas Tecnologías al Currículo de Matemáticas de la Educación Media de Colombia

Figura 8



Complete la tabla 5 para los suministros Nos.
4, 5 y 6. Encuentre una expresión general

que describa lo que ocurre en el n-ésimo su-
ministro.
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Tabla 5

Suministro No.
Cantidad de sustancia activa en el

cuerpo al momento del suministro

Cantidad de sustancia activa en el

cuerpo 10 minutos después del

suministro

1 0 d

2 d + rd = d(1 – r) d (1 – r) + d = d [(1 – r) + 1]

3

d[(1 – r) + 1] – rd [(1 – r) + 1]

= d [(1 – r) + 1] [1 – r]

= d [(1 – r)2 + (1 – r)]

d [(1 – r)2 + (1 – r)] + d

= d [(1 – r)2 + (1 – r) + 1]

4

5

6


