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Introduccion

Algunos medios escritos nacionales han sefialado que existen serias deficiencias en la
educacién matematica de los estudiantes en el nivel bachillerato; por ejemplo, durante el afio
2009 La Jornada publicé algunas notas en las que se indica que alrededor de 81% por ciento
de los estudiantes del nivel medio superior poseen un nivel infimo en matematicas (Avilés,
2009; Fernandez-Vega, 2009; Poy, 2009). Asimismo, también se menciona que 40 por ciento
de los profesores de bachillerato no tienen un titulo que avale sus conocimientos (Avilés,
2009; Olivares-Alonso, 2009).

Al considerar estos datos, necesariamente surgen preguntas relacionadas con la correlacion
que existe entre los niveles de aprovechamiento de los estudiantes y los conocimientos
disciplinares y pedagdgicos de los profesores. En este sentido, algunos investigadores
consideran que la clave para el mejoramiento de los conocimientos matemdticos de los
estudiantes consiste en colocar en cada salon de clases a profesores altamente preparados
(Sowder, 2007). Pero, ;qué significa preparar a los profesores?, y ;cudl es el papel que deben
jugar las instituciones nacionales de educacidén superior, principalmente las universidades
publicas, en la formacidn y actualizacion de los profesores de los diferentes niveles? En paises
como Estados Unidos, Canadéd y Espafia, la formacién de los docentes de bachillerato esta a
cargo de las universidades; sin embargo en muchos casos es una formacién que no se
encuentra estructurada, ya que por un lado, los futuros profesores cursan algunas materias de
matematicas en las facultades de ciencias y algunos cursos de didactica en las facultades de
educacion.

No se discute que las instituciones publicas de educacion superior deben adoptar un papel
como rectoras en la formacion y actualizacidon de profesores en el nivel bachillerato, dada la
inexistencia de programas especificos para tal fin (Barrera, 2009a). Sin embargo, los
programas que se ofrezcan deben estructurar y unificar los contenidos matematicos,
pedagogicos y didacticos necesarios para la actividad docente y contar con la participacion
coordinada de matematicos y educadores matematicos.

La formacion y actualizacion docente en el nivel medio superior es relevante, pues profesores
bien preparados estardn en mejores condiciones de apoyar y guiar el desarrollo cognitivo de
los estudiantes de ese nivel. Se requiere de manera particular, que los profesores de
matematicas estén capacitados para ofrecer una ensefianza de la disciplina en la que se
destaquen posibles aplicaciones, tanto en la vida cotidiana como en los estudios que
posteriormente emprenderan.

En esta direccidn, algunos investigadores han argumentado que los programas de formacion y
actualizacion de los profesores de matematicas debe girar en torno a tres componentes del
conocimiento: (i) matematicas, (ii) epistemologia y (iii) didactica (Harel, 1994; Harel y Lim,
2004; Shulman, 1987). Adicionalmente a esto, se sugiere que estos programas estén
estructurados de forma que permita a los profesores participar en comunidades profesionales
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en donde tengan la oportunidad de reflexionar e intercambiar ideas que sustenten y amplien
sus conocimientos matematicos y didéacticos (Santos-Trigo, 2008). En la constitucion de estas
comunidades se resalta la importancia de la participacidon de los propios profesores, asi como
de matematicos y educadores matematicos.

El conocimiento de los contenidos matematicos se refiere a la habilidad para entender un
amplio rango de temas, pero de manera mas importante, a la profundidad con la que se
conocen y dominan tales temas. Esta caracteristica del conocimiento matematico de los
profesores es crucial en su actividad en el aula, pues influye de manera directa en lo que
ensefian y en cdmo lo ensefian, asi como en el tipo de tareas y rutas de instruccion que
proponen para orientar el aprendizaje de los estudiantes. Los profesores deben ser capaces de
transformar el salén de clase en un lugar de practica matematica, en el cual la colaboracion,
para construir conocimiento a partir de tareas matematicas sustantivas, sea un elemento para
que los estudiantes desarrollen un pensamiento matematico.

Los maestros deben conocer la materia que ensefian. Ciertamente no puede haber algo
mas fundamental para la competencia del profesor. La razén es simple: los profesores
quienes no dominan bien un tema muy probablemente no tendran el conocimiento
necesario para ayudar a los estudiantes a aprender ese tema. (Ball, Thames y Phelps,
2008, p. 404)

El conocimiento de la epistemologia incluye el entendimiento de principios sicologicos
basicos que se refieren a como aprenden los estudiantes; los profesores deben entender que
los estudiantes construyen su conocimiento al darle significado a los conceptos a partir de sus
conocimientos previos, asi como de su relacion con los objetos del mundo que les rodea. Los
aspectos didacticos del conocimiento de los profesores se refieren a la forma en que
implementan algunos principios sicoldgicos para ensefiar de acuerdo con la concepcion
particular que sostengan sobre la naturaleza de las matematicas y del aprendizaje (Harel,
1994).

Esta distincion de las tres componentes de conocimientos que debe incluir la formacién de un
profesor de matematicas es unicamente con fines de exposicion, pues de hecho, los contenidos
matematicos en el contexto escolar no pueden separarse de la epistemologia y la didactica;
por el contrario, los tres elementos sefialados se encuentran estrechamente estructurados para
ayudar a entender la forma en que los procesos de generacion de las ideas matematicas se
llevan a cabo en el aula; para comprender y abordar las dificultades a las que los estudiantes
se enfrentan durante el aprendizaje de alguna idea matematica y la forma en que los
estudiantes construyen su conocimiento matematico a través de la ejecucidon de tareas de
instruccion.

Tareas de Aprendizaje y Formacion Docente

(Cuadl es la importancia del disefio de actividades o tareas de instruccién? ;Cuadl es la relacion
de las tareas con el proceso de aprendizaje? ;Cual es la relevancia del disefio de tareas de
instruccidn en la formacion y actualizacidn profesional de los profesores de matematicas? En
una perspectiva de resolucion de problemas en el aprendizaje de las matematicas, el
conocimiento se construye a través de la accion que los estudiantes ejercen sobre los objetos
del conocimiento durante el proceso de resolver problemas. En este contexto, las actividades
de instruccion son el vehiculo para que los estudiantes aprendan matematicas. Por lo anterior,
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las actividades que se implementen en el salon de clase deben disefiarse de forma que den
lugar a procesos inquisitivos de discusion y reflexion matematica que a su vez apoyen la
construccidon de un aprendizaje con entendimiento (Hiebert et al., 1997), de un aprendizaje en
el que se de sentido a las ideas o conceptos matematicos.

De acuerdo con Hiebert “entendemos algo si podemos ver cémo este algo se relaciona con
otras cosas que conocemos” (op. cit., p. 4). Asi, el objetivo de las tareas de aprendizaje es
ayudar a que los estudiantes estructuren redes conceptuales robustas a través de las cuales
puedan establecer conexiones entre diversos conceptos de una o diversas areas de las
matematicas o entre conceptos matematicos y de otras areas del conocimiento.

[Una red o estructura conceptual robusta] se manifiesta mediante la exhibicion de
diversas conexiones entre contenidos al abordar una situacién problematica. Por

. . . . .y 2 2
ejemplo, discutir las soluciones enteras de la ecuacion x” =2y~ puede llevar a

concluir que V2 es irracional; por otro lado, modificando ligeramente esta ecuacion
se obtiene x* —2y> =1, cuyas soluciones llevan a una forma de aproximar J2. Ala

vez, esta ecuacion se puede generalizar para estudiar la irracionalidad de la raiz
cuadrada de cualquier nimero primo, p. La discusion de las soluciones de la ecuacion

2 2 . ., .,
x° — py” =1, con p un primo, también puede llevar a establecer una relacion con la

teoria de fracciones continuadas, herramienta fundamental en diversas areas de las
matematicas, tanto puras como aplicadas. (Barrera y Reyes, 2010, pp. 4-5)

Caracteristicas de las Tareas de Aprendizaje

Con base en lo expresado con anterioridad, el disefio de tareas de instruccion constituye un
elemento clave en la formacion docente, ya que estas tareas son el medio para favorecer el
proceso de construccion de conocimiento con entendimiento de los estudiantes. ;Qué es una
tarea de aprendizaje matematico? ;Cuales son las caracteristicas de estas tareas? ;Cdodmo
disefiar tareas de aprendizaje matematico en las que el uso de la tecnologia apoye el
aprendizaje de las matematicas? ;Qué tipo de preguntas o dilemas pueden formular los
estudiantes como resultado de utilizar sistematicamente las herramientas tecnoldgicas en la
ejecucion de las tareas? ;En qué medida las tecnologias digitales funcionan como una
herramienta Util para que los estudiantes visualicen, exploren y construyan relaciones
matematicas durante sus experiencias de aprendizaje? ;Qué competencias deben mostrar los
disefiadores de tareas de aprendizaje matemadtico? ;Cudles principios tedricos pueden
sustentar el disefio de las tareas de aprendizaje?

Para los fines que se persiguen en la presente discusion, una tarea de aprendizaje matematico
debe considerar el conocimiento previo del estudiante y proveerle de elementos para el
desarrollo de nuevos conceptos que se articulen con los ya existentes en su red conceptual. De
forma mads especifica, una tarea de aprendizaje matematico tendra los siguientes elementos: (1)
un objetivo de aprendizaje, (ii) elementos matematicos estructurados en torno al objetivo de
aprendizaje, (ii1) escenarios para ejecutar la tarea y, (iv) un proceso inquisitivo para
desarrollarla (Barrera, 2009b).

El objetivo de aprendizaje. Es un enunciado en el que se establecen los elementos
conceptuales a ser desarrollados y articulados durante la ejecucion de la tarea.
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Los elementos matematicos estructurados por el objetivo de aprendizaje. En esta parte se
identifican dos clases de elementos. Los externos a la actividad, también llamados recursos
matematicos, asi como aquellos especificamente relacionados con el enunciado del problema.

Los escenarios para desarrollar la tarea. Por un escenario para desarrollar la tarea
entenderemos un lugar fisico provisto de los elementos apropiados para realizarla, asi como
una comunidad (compafieros, profesor) que permita al estudiante interactuar con sus
miembros, con la finalidad de fomentar un proceso inquisitivo y de esta forma desarrollar los
elementos que le ayuden a expresar o comunicar ideas matematicas.

Para que los estudiantes vean a la matemdtica como una actividad con sentido,
necesitan aprenderlas en un saléon de clase que sea un microcosmos de la cultura
matematica es decir, clases donde los valores de las matematicas como una disciplina
se reflejen en la practica cotidiana. (Schoenfeld, 1988; citado en Santos-Trigo, 1997,
p-3)
El proceso inquisitivo. Una componente importante al ejecutar una tarea de aprendizaje
matematico consiste en formular preguntas o dilemas tendientes a articular los elementos
matematicos iniciales con aquellos que conduzcan a la consecucion de lo planteado en el
objetivo de aprendizaje y posibles extensiones. Durante el proceso inquisitivo, el tipo de
preguntas o dilemas que se formulen daran lugar al surgimiento de diferentes trayectorias
hipotéticas de aprendizaje (Simon y Tzur, 2004). Es importante mencionar que el proceso
inquisitivo se ve ampliado significativamente con la incorporacion de herramientas
computacionales, como se ilustra en las tareas matematicas que se proponen en este
documento.

El disefio y puesta en practica de las tareas de aprendizaje matematico suponen del profesor
dos componentes esenciales. Por un lado, poseer conocimientos matematicos que le permitan
satisfacer sus necesidades instruccionales, es decir, que sus conocimientos sean apropiados
para dar sentido a los procesos matematicos involucrados en una tarea; que sea capaz de
identificar relaciones matematicas y apreciar conexiones e interpretaciones asi como el uso de
varios tipos de argumentos para validar y sustentar dichas relaciones (Davis y Simmt, 2006).
Y por otro, conocer y reflexionar acerca de los procesos que tienen lugar durante el
aprendizaje de las matematicas.

(De qué manera puede un profesor de matematicas adquirir las competencias necesarias que
le permitan disefiar tareas de aprendizaje matematico? ;Quiénes deben participar en la
formaciéon y actualizacion de profesores de matematicas? ;En qué tipo de programas
educativos deben participar los profesores de matematicas en servicio para revisar y extender
sus conocimientos matematicos e incorporar los resultados de investigacion a su practica
docente? ;Qué experiencias de aprendizaje deben incluir esos programas educativos? Estas
son algunas de las preguntas que deben ser consideradas al disefiar programas de formacion y
actualizacién de profesores de matematicas tendientes a desarrollar las competencias
requeridas para disefiar y poner en practica tareas de instruccion. Sin lugar a dudas, los
educadores matematicos y los matematicos debieran jugar un papel central en la formacién y
actualizacion de los docentes.

La funcion del profesor durante el desarrollo de las tareas. Su funcion consiste en guiar al
estudiante: (a) en la ejecucion de la tarea desde el punto de vista puramente matematico,
ayudandole a formular preguntas que lo orienten en una ruta de aprendizaje y, (b) a
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conceptualizar las matematicas como un modo de pensar critico en el proceso de resolver
problemas. La formulacion de preguntas que orienten las rutas de aprendizaje tiene el objetivo
de aportar elementos que lleven al desarrollo de un proceso inquisitivo, entendiéndose por
esto, a la formulacion sistematica de preguntas encaminadas a entender y proponer soluciones
a una tarea; asi como extender o generalizar el problema original para continuar con un nuevo
ciclo de resolucién de problemas (Santos-Trigo, 2007). Como sefialan Ball y Bass (2003),
“ensefiar matematicas involucra establecer conexiones a través de diferentes dominios
matematicos, ayudar a los estudiantes a construir ligas y coherencia en su conocimiento” (p.
12).

Tareas de Instruccion que Promueven el Uso Sistematico de Tecnologias Digitales

Las actividades que se presentan tienen un doble objetivo; por un lado, que los profesores
identifiquen aquellos elementos que constituyen a una tarea de aprendizaje matematico, y de
este modo caractericen algunos principios tedricos y practicos que pueden apoyarlos en el
disefio de sus propias tareas de instruccion; y por otro, que al abordar las tareas desarrollen
una forma matematica de pensar, que les permita “desempacar” ideas matematicas,
procedimientos y principios (Ball y Bass, 2003). Es decir, las tareas se enfocan en la
“promocion o construccidén de formas particulares de pensamiento, mas que en la adquisicion
de conceptos o habilidades especificas” (Harel, 1997, p. 117).

A través del desarrollo de cada una de las actividades se resalta la importancia del uso de las
tecnologias digitales durante el proceso de formulacion de conjeturas y de procedimientos
para resolver problemas; asi como la importancia de elaborar justificaciones deductivas de las
conjeturas u observaciones.

Division de areas de poligonos convexos

El objetivo de esta actividad consiste en fortalecer el pensamiento geométrico de los
profesores, entendiendo por éste a la capacidad para visualizar, describir y analizar, a través
de técnicas inductivas y deductivas, una diversidad de formas y relaciones entre los atributos
de configuraciones geométricas.

Dado un tridngulo ABC, encontrar un punto P en su interior, de tal forma que el area de cada
uno de los triangulos ABP, BCP 'y CAP sea la misma (Figura 1).

.C

.

5!
Figura 1: Entendimiento del problema.

Considerar casos particulares. Una estrategia para abordar el problema general consiste en

considerar casos particulares que puedan ser mas faciles de resolver y que a la vez aporten

elementos que permitan identificar estrategias generales. Por ejemplo considerar un triangulo
equilatero, un triangulo isosceles o un tridngulo rectangulo.
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Triangulo equilatero. Se puede conjeturar que el circuncentro del tridngulo es el punto P que
satisface los requerimientos del problema. Se puede obtener evidencia de esta conjetura al
utilizar la herramienta para medir areas del software y verificar que los tres triangulos (4BP,
BCP y CAP) tienen la misma area (Figura 2).

A

809 cm*2

809 cm™2

809 cm™2

B
Figura 2: Explorando un tridngulo equilatero.

En este caso se observa que el punto buscado se encuentra sobre una de las alturas del
tridngulo. jPuede ser de utilidad esta observacion para abordar algun otro caso particular?
Considérese ahora un tridngulo isdsceles ABC; se traza la altura que pasa por el vértice 4, al
que concurren los lados iguales, y sea D el pie de ésta.

Considérese ahora el triangulo CBP, con P un punto sobre el segmento AD. ;Existe algun
punto P, sobre AD, tal que el area del triangulo CBP sea igual a un tercio del area del
triangulo ABC? Con el uso de un software dindmico se puede obtener evidencia de que ese
punto existe (Figura 3). Ademas, se puede justificar la existencia de tal punto mediante un
argumento de continuidad, pues cuando P=D, el area es cero, mientras que cuando P=A4, las
areas coinciden.

Ahora hay que determinar la posicion exacta del punto P de tal forma que sastisfaga las
condiciones que se requieren.

Area ABC = 24,00 cm”~2

Area BCP =8,0 cm™2

C

Figura 3: Caso particular de un tridangulo isdsceles.

XVIII Encuentro de Profesores de Matematicas Pagina 84



IIT Seminario Nacional sobre Resolucion de Problemas y el Aprendizaje de las Matematicas

El area del triangulo ABC (Figura 3) se puede calcular usando la férmula, Area= B CéDA;

. . BC - DP
asimismo, el area del triangulo BCP es ¢rea = — Por lo tanto, para que el area del

tridangulo BCP sea un tercio del area del tridangulo ABC se requiere que la altura DP sea un
tercio de la altura CA. Con el uso del software se puede obtener evidencia de que los tres
triangulos ABP, BCP y CAP tienen la misma area (Figura 4).

Area ABP =8,00 cm”2

Area CAP =8,00 cm”2

Area BCP =8,00 cm"2

C

Figura 4: Evidencia numérica de la igualdad de areas.

(Es posible proporcionar una prueba formal de que el punto P satisface la condicion requerida
sobre los triangulos ABP, BCP y CAP en cuanto a tener la misma area? Por construccion, el
area del triangulo BCP es igual a un tercio del area del triangulo ABC. Ademas, la recta AD es
eje de simetria del tridngulo ABC, entonces los triangulos ABD y ACD son congruentes, asi
mismo los triangulos BDP y CPD también lo son. Ademas, cada uno de los tridangulos BDP'y
CPD tiene area igual a un sexto del area del tridangulo ABC. Por lo tanto los tridngulos ABP y

. . . 1 1 :
CAP tienen la misma area y es igual a EA(ABC) —gA(ABC) , la cual es un tercio del area
del triangulo ABC.

(Puede generalizarse el procedimiento empleado con un tridngulo isdsceles a cualquier tipo
de tridngulo? Considérese un tridngulo rectangulo, y tracese la altura que pasa por el vértice
en donde el 4ngulo es recto (ya que en otro caso las alturas son los catetos y el punto P seria
un punto en la frontera del tridngulo y no en su interior). Localicese un punto P’ tal que la
distancia DP’ sea igual a un tercio de la distancia DA. Este punto satisface que el area del
tridngulo BCP’ es un tercio del area del triangulo ABC. Con el uso del software dindmico se
puede obtener evidencia de que P’ no es solucion del problema (Figura 5).
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Area BCP = 10,08 cm”"2

Area CAP =843 cm”2 D

Area ABP = 11,74 cm”2

"B

Figura 5: Uso del software para refutar una conjetura.

(Es posible modificar el procedimiento anterior para encontrar un punto P que resuelva el
problema? En la Figura 5, por construccidn, se tiene que el area del tridngulo BCP’ es igual a
un tercio del area del tridngulo ABC. ;Es posible variar la posicion del punto P’ de tal forma
que el area del tridangulo BCP’ no cambie? Esto es posible siempre que el punto P’ se mueva
sobre una recta paralela al lado BC del tridngulo (Figura 6), por lo que de existir un punto que
sea solucion del problema, debe encontrarse sobre esta recta paralela a BC

1327 cm”2
10,08 cm”2

590 cm™2

Figura 6: Trazo de tridngulos de igual area.

El procedimiento empleado para construir el tridngulo BCP’ podria emplearse de forma
andloga con algin otro de los lados del tridngulo, es decir, trazar una recta paralela al lado CA
de forma que la distancia entre este lado y la paralela sea igual a un tercio de la altura del
triangulo ABC que pasa por el vértice B. El punto P, interseccidon de las paralelas a los lados
BC y CA es solucion al problema ya que si cada uno de los triangulos BCP y CAP, por
construccion, tiene 4rea igual a un tercio del area del triangulo 4ABC, entonces necesariamente
el triangulo ABP tendra también area igual a un tercio del area del triangulo ABC (Figura 7).
El lector puede comprobar que el mismo procedimiento funciona para cualquier tipo de
triangulo.
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10,08 cm*2
10,08 cm*2

10,08 cm*2

Figura 7: Justificando que el baricentro es solucion del problema.

Otra forma de abordar el problema puede consistir en verificar si alguno de los puntos
notables del triangulo (circuncentro, baricentro, ortocentro, incentro) satisface las condiciones
de la solucion del problema. Con el uso del software dinamico es posible trazar un triangulo
cualquiera, encontrar los puntos notables y con el uso de las herramientas de medida del
software obtener evidencia o refutar la conjetura en la que se establece que alguno de esos
puntos es una solucién del problema.

En el caso del ortocentro, al arrastrar los vértices del triangulo se puede notar que para
algunos tridngulos este punto queda fuera de éste, por lo que no es una opcion valida para ser
solucion del problema general; lo mismo ocurre con el circuncentro. Veamos ahora que
sucede con el incentro y el baricentro del triangulo.

A A
6,31 cm"2 5,30 cm*2
4,04 cm*2 6.30 cmr2
B B
6,30 cm*2
856 cm*2
C C

(a) (b)

Figura 8: Area de los tridngulos ABP, BCP y CAP, tales que P es: (a) el incentro del triangulo
ABC'y (b) el baricentro del tridangulo ABC.

Por definicidn, el incentro es la interseccion de las bisectrices de los angulos del tridngulo; las
perpendiculares trazadas desde el incentro a cada uno de los lados son las alturas de los
triangulos APC, APB y BPC,; son todas iguales al radio de la circunferencia incrita en el
tridngulo ABC, de ahi que tienen la misma 4rea si y solo si los lados son iguales, es decir, el
unico caso en que el punto P, igual al incentro, es solucion, es cuando el tridngulo es
equilatero.
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Figura 9: El incentro resuelve en el caso de triangulos equiléteros.

Con base en el uso de las herramientas de medida del software dindmico, se puede conjeturar
que el baricentro del tridngulo ABC es solucién del problema. Sin embargo, es necesario
presentar una demostracion de la conjetura.

Una prueba geométrica se puede construir al considerar que la distancia del baricentro a un
vértice del tridngulo es el doble de la distancia al punto medio del lado opuesto
correspondiente. Se traza una paralela, por ejemplo, al lado BC por P. Con base en el teorema
de Tales se justifica que la altura del tridngulo BCP que pasa por el vértice P es igual a un
tercio de la altura del triangulo ABC que pasa por el vértice 4 y de ahi se concluye que el area
del tridngulo BCP es igual a un tercio del area del triangulo ABC (Figura 10). Aplique un
procedimiento analogo a los triangulos ABP y CAP para concluir que los tridngulos 4BP,
BCP y CAP tienen la misma area.

A

e e

B H F

Figura 10: Aplicacion del Teorema de Tales a los segmentos AH y AF.

Para elaborar una prueba algebraica del mismo resultado se puede utilizar el hecho de que una
mediana del tridngulo 4ABC divide a éste en dos tridngulos de igual area. En la Figura 11, P es
el baricentro del triangulo ABC y M,, M, y M son puntos medios de los lados AB, BC'y CA,
respectivamente, de ahi que el area del triangulo BCM, es igual a la del triangulo CAM,. Con
esta notacion, el tridangulo ABC queda dividido en seis regiones cuyas areas las denotamos
por: a, a,, a;, a,, as, a,. Con base en lo observado antes, se tiene a, +a, +a, =as +ag +a,.

Al considerar las otras dos medianas se pueden obtener ecuaciones analogas. Ademas hay que
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notar que a, =a, ya que los tridngulos a los que corresponden dichas dreas tienen bases y
alturas de la misma longitud, por lo tanto sus areas son iguales, lo mismo se deduce para a; y
a,asi como para a; y a,. Al operar las ecuaciones anteriores, se puede concluir que

al :a2 :...:aﬁ‘

M1l

C

Figura 11: Las areas a,, a,, a,, a,, as, a, son iguales.

Un aspecto importante en el desarrollo del pensamiento matematico consiste en extender o
generalizar un problema. En este caso las siguientes preguntas tienen por finalidad estudiar el
caso de un cuadrildtero. Dado un cuadrildtero ABCD, ;existe un punto P en su interior tal que
a partir de este se formen los tridngulos ABP, BCP, CDP y DAP, con la misma area? ;Qué es
el baricentro de un cuadrilatero ABCD? ;Coémo se construye el baricentro de un cuadrilatero
ABCD? (FEl baricentro del cuadrilatero ABCD es el punto que soluciona el problema, como en
el caso del tridngulo? Si el baricentro resuelve el problema del cuadrilatero ;cual es la razon?,
si no lo resuelve cabe preguntarse si el problema puede resolverse en general o solo es posible
encontrar una solucion para cuadrilateros particulares.

A

C

Figura 12: Buscando un punto P que divida al cuadrildtero en cuatro tridngulos de igual érea.
Criterios de divisibilidad

El objetivo fundamental de esta actividad consiste en aportar elementos que ayuden a los
profesores a fortalecer el sentido numérico, entendiendo este como la habilidad para
identificar propiedades de divisibilidad entre nimeros enteros, usar propiedades de los
numeros primos para resolver preguntas aritmeéticas, usar relaciones entre las operaciones en
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los enteros para resolver problemas, entender y usar la representacion en base 10 de los
enteros para contestar preguntas de tipo aritmético, estimar, dar sentido a los numeros y
reconocer sus magnitudes relativas y absolutas, esto tltimo de acuerdo con Sowder (1992;
citado en NCTM, 2000, p. 31).

En el espiritu del estandar, numeros y operaciones (NCTM, 2000), los estudiantes de nivel
medio superior deben desarrollar un entendimiento profundo de los nimeros y sus
operaciones, asi como contrastar las propiedades de los nimeros y los sistemas numéricos. En
esta misma linea de ideas, Silverman (2006) argumenta: “Los afios 1990 vieron una oleada
con la reforma del calculo, cuyo proposito es ensefiar a los estudiantes a pensar por ellos
mismos y a resolver problemas sustanciales, en lugar de solamente memorizar formulas y
aplicar manipulaciones algebraicas... nuestro tema elegido, Teoria de Numeros, es
particularmente apropiado para lograr esos propositos” (Ibid., p. v).

Tomando como punto de partida los elementos mencionados, hemos elegido hacer una
discusion de algunos criterios de divisibilidad, con la finalidad de aportar elementos que
ayuden a los profesores a construir una estructura conceptual robusta, que les permita disefiar
actividades de aprendizaje a través de las cuales los estudiantes puedan desarrollar un
entendimiento profundo de los nimeros y sus operaciones.

Una de las preguntas mds importantes y a la vez de dificil respuesta en teoria de nlimeros, es:
dado un niimero entero n>2, ;se puede decidir si es primo o compuesto? Por ejemplo, ;es
primo el nimero » = 101010101010101010101? Claramente » no es divisible entre dos, pues
el digito de las unidades es impar. ;Como saber si n es divisible entre tres o en general entre
algln otro primo menor que n?

Posiblemente se conoce el criterio de divisibilidad entre tres, el cual establece: un numero es
divisible entre tres, si y solo si la suma de sus digitos es divisible entre tres. Usando este
criterio se concluye de manera directa que 7 no es divisible entre 3.

Un elemento fundamental del pensamiento matematico consiste en proporcionar argumentos
en la discusion de un problema; en esta linea de ideas surge la pregunta. ;Cudl es la
justificacion de este criterio de divisibilidad? Si el niimero tiene solamente tres digitos,
digamos n = abc, se debe justificar la razon por la cual, si tres divide a a+ b+ c, entonces 3
divide a n. En base 10, la representacion del numero n=abc significa que

n=abc=a-10”> +b-10 +c . Esta representacion se puede escribir en la forma:
n=abc=a-10> +b-10+c=a+99a+b+9% +c=(a+b+c)+99a+9.

Se tiene que 99a+9b=9(11a+b) y claramente este nimero es divisible entre 3; ahora, si
a+b+ces divisible entre 3, entonces (a+b+c)+99a+9h también es divisible entre 3,

probando con esto que si 3 divide a la suma de los digitos de », entonces 3 lo divide.
Reciprocamente, si 3 divide a n =abc, entonces 3 divide a n—99a—-9b=a+b+c, con lo
cual queda justificado el criterio de divisibilidad por tres, para nimeros de tres digitos. Si el
numero » tiene k digitos, digamos:

— _ k-1 k=2
n=a,a, ,>a,=a, 107 +a, ,107"+---+ 310+ q,,

entonces » se puede representar en la forma:

n=(a,, +a,_, +q +a0)+ak71(10"*1 —1)+ aHQOH —1)+~-+a1 (10—1).
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Notamos que el factor de a, es 10'—1 y que este factor es divisible entre 3 para todo i>0.
Por ejemplo, para i =1,2, el correspondiente factor es 9 y 99, respectivamente, los cuales son
divisibles entre 3, de hecho entre 9. La explicacion de esto se tiene al factorizar a 10’ —1 en la
forma 10" —1=(10 —lﬁO"‘1 +1077 4o+ 1). Dado que 9 divide a cada factor 10’ —1, entonces
9 dividea a, QOH —1)+ a, , QOH —1)+---+a1 (10—1). Otra forma de justificar lo anterior
es notar que los digitos de 10’ —1 son todos iguales a 9, y esto claramente garantiza que es
divisible entre 3. Reciprocamente, si 3 divide al nimero (a,_, +a,_, +---+a, +a,), entonces
3 divide a la suma de este con otro que sea divisible entre 3; como 3 divide a cada sumando
de la forma al.(loi —1), entonces divide a

n=(a, +a,,++a,+a)+a, (0 =1 a, , (0> =1 }---+a,10-1).
Reciprocamente, si 3 divide a

n=(a,, +a,,+-a +a)+a,, (0 =1)ra, , (0> =1} -+a,10-1),
entonces divide a n—a, , (0" —1)-a, ,10"> —1)----—a,(10-1)=a, , +---+a,.

El criterio de divisibilidad entre 9 es similar al criterio de divisibilidad entre 3: un niimero es
divisible entre nueve, si y solo si la suma de sus digitos es divisible entre nueve. La prueba del
resultado es andloga a la desarrollada para divisibilidad entre 3 y se deja como ejercicio para
el lector.

La representacion de un entero en base 10 ha sido de utilidad para justificar el criterio de
divisibilidad entre 3, esta misma idea puede ayudar ha contestar si
n=101010101010101010101 es primo o compuesto. Haciendo uso de la representacion en

22
base 10 se tiene: 101010101010101010101:1+102+10“+---+102°:11%2 11 Por otro lado,
el numerador de esta Ultima fraccion se puede factorizar en la forma
2
107 -1= (10'l +1X10” —1]; de esto concluimos que el cociente T tiene al menos dos

factores mayores que 1, por lo que 101010101010101010101 no es primo.

Usando la representacion de un numero en base 10 se puede intentar obtener otros criterios de
divisibilidad. Una pequefia modificacion en la discusion anterior proporciona un criterio para
divisibilidad entre 11. Para esto notemos que si un entero se representa en la forma

n=a_a, ,a,=a_107+a 1077 +---+a10+aq,
entonces se puede escribir como
n=a,_10""+a,_,10° +---+ q10+q,
k—1
=a,—a+a,+-+ (1) a_ +1la+99a, +---
Notemos que en la representacion anterior, el segundo bloque de sumandos consiste de
aquellos de la forma g, QOi + 1], de manera mas precisa, el signo + aparece exactamente

cuando i es impar y parece que cada uno de ellos es divisible entre 11. ;Cémo justificar esta
observacion? Notemos que el factor (IOi + 1) puede ser considerado como suma o diferencia
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de k-ésimas potencias. ;Como se factoriza (ak +b )? Procederemos al andlisis dividiendo
en casos: si k es impar, y si k es par.
¢Cual es el resultado de factorizar la expresion a* +b* para k un entero positivo impar? Con

el uso de un CAS (Computer Algebra System) se pueden considerar varios casos particulares
y tratar de identificar algin patrén.

3 3
#1: a +b

2 2
#2: (a+b):(a -ab+b)
#3: a +b
4 3 2 2 3 4
#4: (a+b):(a —-ab+ab -ab +b)
#5: a +b

6 5 4 2 3 3
#6: (a+b)(a —-ab+a:b -a:b

2 4 5 6
+asb -—ab +b)
#7. a +b

2 2 6 3 3 6
#8: (a+b)(a —-ab+b)(a —-a:b +b)

& 7 6 2 5 3 4 4 3§ 2 6 7 &
#9 (a+b)e(a -ab+ab -ab +a:b -a:b +a:b -ab +b)

11 11
#0: a +b

10 9 & 2 7 3 6 4 5 § 4 6 3 7 2 8 9 10
#11 (a+b)e(a -ab+ab -ab +ab -ab +a:b -ab +a:b -ab +b )
Figura 13: Uso de un CAS en la bisqueda de patrones.

Con base en la informacion de la Figura 13, es posible conjeturar que para & impar, la
expresion a* +b* se puede factorizar como:

(@ +6)=(a+b)(d" =d2b+d" D 4 ()T 1 D,
Esta igualdad se puede verificar desarrollando el producto de la derecha.
De esto se tiene, haciendo a=10y b=1, que 10" +1=10* +1* se puede factorizar como:
(10° +1)=(10+DA0 —10" +---+ (=D 10" +---+ 1),

que claramente es divisible entre 11 para k impar.

Si k es par, podemos factorizarlo en la forma k=2°m, para algin entero e >1 y m entero
positivo impar. Mostraremos que a+ b divide a d* —b". Usando la representacion de k

Al
k k _ 2°m 2m __ [ .2'm 27tm Xlzf*‘m 27t
a —b" =a b™" = @ +b b= " .
Si e=1, el factor de la izquierda se reduce a a” + b"™; como m es impar, por lo demostrado

antes, a+ b es uno de sus factores y de esto se tiene que a+ b es factor de o* —b*. Si e>1, el

e— e— A
proceso se repite en el factor @2 i , hasta que el exponente de 2 sea uno y
nuevamente se invoca el caso m impar. Nuevamente, haciendo a=10 y b=1 se concluye que
11 divide a 10“ —1 para k par.

De esta discusion hemos demostrado que 11 divide al segundo bloque de sumandos en
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n=a,_10""+a,_,1077 +---+a10+a,
=a,—q, +a2+---+(—1)k_lak_] +11a,+99a, +---
Por lo que 11 divide an siysolosi, 11 dividea a,—a,+a, +-+-+ (—l)k_1 a, .

Ejemplo. Decidir si 11 divide a n=1 358 016. Aplicando el criterio, calculamos 6-1+0-8+5-
3+1 que es cero, concluyendo que 11 si lo divide.

El resultado que hemos probado proporciona mas informacidn; en caso de que 11 no divida a
n, el residuo que deja la division es igual al residuo que se obtiene al dividir
ay—a,+a,+-+ (—l)kflak_1 entre 11.

Los criterios de divisibilidad entre 2 y 5 son de los més faciles de aplicar, lo cual se debe a
que, al representar un entero » en base 10, digamos

— _ k-1 k-2
n=a._a._,a,=a_107 +a,_,107" +---+ 10+ a,,

todos los sumandos, excepto el de las unidades, tienen de factor al 2 y al 5, por lo cual, n es
divisible entre 2 o 5 si y solo si el digito de las unidades es divisible entre 2 o0 5.

Tomando esta observacidn en cuenta, las hipotesis que siguen sobre un entero m, son
naturales.

Teorema 1. Sea m>1 un entero que no tiene de factores al 2 y al 5, entonces existe un entero
positivo k minimo, tal que m divide a 10* —1.

Demostracion. Como m y 10 son primos relativos, entonces para todo » entero positivo, al
dividir 10" entre m deja residuo diferente de cero. Los residuos de la division por m son
0,L2..., (m—l), entonces existen n y [/ enteros positivos diferentes tales que

10" =gm+ry10' =gm+r, para algunos enteros ¢y g, De estas ecuaciones se obtiene

10" —gm=10' —gm. Como n y I son diferentes, entonces uno es mayor que el otro;
supongamos por ejemplo que #»>/, entonces de la ecuacion anterior se llega a

10’ (10"‘[ - 1)= m (q -q, ) Como m y 10 son primos relativos, entonces necesariamente m
divide a 10" —1. Tome el menor exponente de 10 que cumple la condicion.

Teorema 2. Sean m y k como en el teorema anterior. Pongamos »=10" y representemos a un

/
entero N en base 7, es decir, sea N = Zairi , 0<a, <r paratodoidesde | hasta /.
i=0

Entonces m divide a N si y solosim dividea (q,+a, ,+---+a +a,).

La demostracion del Teorema 2 sigue las mismas lineas que la demostracion del criterio de
divisibilidad entre 9 y usa el hecho de que m divide a 10* —1 y éste divide a ' —1.

En lo que sigue presentamos otro criterio de divisibilidad que sigue lineas diferentes. Este
criterio lo justificamos cuando un estudiante menciond conocer un procedimiento para
establecer la divisibilidad entre 7, pero no sabia porqué funcionaba. Deseamos determinar si 8
642 046 es divisible entre 7; para responder usamos el criterio siguiente:

La cifra de las unidades del nimero, en este caso el 6, se multiplica por dos y el resultado se
resta del nimero que se obtiene del original “suprimiendo” las unidades (el resultado que se
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obtiene al suprimir 6 es 864 204). Traducido a simbolos se tiene 864204 - 2(6)= 864 192.
Ahora el mismo procedimiento se aplica al nuevo nimero (864 192). Este proceso se repite
hasta obtener un numero en el que sea “facil” saber si es divisible o no entre 7 (ver Figura 14).
El ultimo resultado que se ha obtenido es cero, el cual es divisible entre 7. Notemos que el
proceso pudo haberse detenido cuando se obtuvo el 84, que es divisible entre 7.

8 6 4 2 0 4|6
-(1 2)
8 6 4 1 9|2
(-4)
8 6 4 1|5
(-1 0)
8 6 3|1
(-2)
8 6|1
(-2)
8|4
(-8)

0
Figura 14: Aplicacidn del criterio para divisibilidad entre 7.

La fundamentacion de este criterio se aplica a cualquier primo diferente de 2 y 5. En la
justificacion del criterio serd necesario el siguiente resultado.

Lema. Sea p un primo diferente de 2 y 5, entonces existen enteros positivos / y k tales que
10/+1=kp.

Demostracion. Aplicando el algoritmo de la division a p y 10 se tiene que existen enteros q y
r tales que p=10g+r, con 0<r<10. Como p es primo, los posibles valores de » son 1, 3, 7
y 9. Si r=1, tomamos /=q y k=1; si =3, entonces p=10qg+ 3. Multiplicando esta ecuacion por
7 y agrupando se tiene 7p=10(7g+2)+1; tomamos /=7g+2 y k=7. Si r=7, entonces
p=10g+ 7, multiplicando por 3 esta ecuacidon y agrupando se tiene 3p =10 (3q + 2)+1.
Tomamos /=3g+2 y k=3. Si =9, entonces p=10g-+9; multiplicando por 9 y agrupando se
tiene 9p =10 (9q + 8)+ 1. Tomamos /=9g+8 y k=9. Con esto se ha terminado la prueba del
lema.

Dado que el valor de / es muy importante en la aplicacién del criterio de divisibilidad, y
depende de p, lo escribimos en la siguiente forma.

-1
—— sip=1mod 10
10 7
7p-1 sip=3 mod 1(
l,= *)
P -
3p-1 sip=7 mod 10
10
op-1 sip=9 mod 10
10
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Teorema. Sea n un entero positivo representado en la forma n=10r, +u ,con 0<u, <10yp
un primo diferente de 2 y 5. Entonces existe un / tal que: (a) el primo p divide al0/+1; (b) p
divide a n si y solo si p divide a r, — [u,,.

Demostracion. El inciso (a) es justamente el lema anterior; para probar la parte (b),
declaramos m=r, —[u, , entonces despejando 7, y sustituyendo en la ecuacion que expresa a
n, obtenemos 7 =10 (m + lu, )+u, =10m+(10/+1)u, . Por el inciso (a) sabemos que p divide
a 10/+1, entonces p divide a n si y solo si p divide a 10m, como p y 10 son primos relativos,
p divide an siy solo sip dividea m=r, —lu,.

Ejemplos. En la aplicacion del criterio, se debe determinar el valor de / de acuerdo con la
_7(13)-1 90

ecuacion (*). Por ejemplo, si p=13, el valor de /, es: /, “~ 10 10 =9.81 p=23,
entonces /,, = 7(23)_1 = to1-1 =16.
10 10

1. Decidir si 23 divide a 287 476 123.

En primer término se calcula /,;, el cual es igual a 16 por lo mencionado en el parrafo previo.

La cifra de las unidades del niimero, en este caso el 3, se multiplica por 16 y el resultado se
resta del numero que se obtiene del original “suprimiendo” las unidades (el resultado que se
obtiene al suprimir 3 es 28 747 612). Traducido a simbolos se tiene 28747612- 16(3)= 28 747
564. Ahora el mismo procedimiento se aplica al nuevo nimero (28 747 564). Este proceso se
repite hasta obtener un numero en el que sea “facil” decidir si es divisible o no entre 23 (ver
Figura 15). El ultimo resultado que se ha obtenido es 172, el cual no es divisible entre 23. Por
lo tanto, el numero original tampoco es divisible entre 23.

2 8 7 4 7 6 1 2|3
-(4 8)
2 8 7 4 7 5 6|4
-6 4)
2 8 7 4 6 9|2
-3 2)
2 8 7 4 3|7
11 2
2 8 6 3|1
-(1 6)
8 4| 7
11 2
1 7 2

Figura 15: Aplicacion del criterio para divisibilidad entre 23.
2. Decidir si 602 468 38 037 es divisible entre 11

En primer lugar calculamos /;, = % = % =1. La cifra de las unidades del numero, en este
caso el 7, se multiplica por uno y el resultado se resta del nimero que se obtiene del original
“suprimiendo” las unidades (el resultado que se obtiene al suprimir 7 es 6024683803).
Traducido a simbolos se tiene 6024683803 - 1(7)= 6 024 683 796. Ahora el mismo
procedimiento se aplica al nuevo nimero (6 024 683 796). Este proceso se repite hasta

obtener un niimero en el que sea “facil” saber si es divisible o no por 11 (ver Figura 16). El
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ultimo resultado que se ha obtenido es 1, el cual no es divisible entre 11. Notemos que el
proceso pudo haberse detenido cuando se obtuvo el 54, que no es divisible entre 11.

6024683803|7

7
6 0 2 4 6 8 3 7 9| 6
-6
6 0 2 4 6 8 3 7| 3
-3
6 0 2 4 6 8 3| 4
-4
602467‘9
-9
6 0 2 4 5| 8
-8
6 0 2 3 7
7
6 0 1] 6
-6
5 9| 5
-5

Figura 16: Aplicacion del criterio de divisibilidad entre 11.

Los criterios para divisibilidad entre 9 y 11 son muy féciles de recordar y de aplicar, ademas
de tener algunas propiedades interesantes, por ejemplo, al aplicar el criterio de divisibilidad
entre 9, a un numero », y posteriormente a la suma de sus digitos hasta obtener una cifra, ésta
ultima es igual al residuo que resulta de dividir » entre 9. Por ejemplo, apliquemos el criterio
de divisibilidad entre 9 al nimero 47 893 425, la suma de sus digitos es 42, al sumar 4+2

obtenemos el numero 6 que es el residuo de la division 47893425 .

Otro ejemplo, la suma de los digitos del nimero 5 673 412 856 es 47, al sumar 4+7
obtenemos el nimero 11, y nuevamente al sumar 1+1 obtenemos el numero 2, que es el

residuo que resulta del cociente 673412856 .

Algo similar ocurre al aplicar el criterio de divisibilidad entre 11. Por ejemplo, considérese el
numero 3 475 468 923, al sumar los digitos, iniciando por las unidades con signos alternados
se tiene como resultado 3—2+9—-8+6—-4+5—-7+4—-3=3, el cual es el residuo de la
3475468923

11

division

Agradecimientos

El primer autor Agradece al CONACYT el apoyo recibido, a través del proyecto de
investigacion con numero de referencia 61996, para la realizacion de este material.

Referencias

Avilés, K. (2009, Septiembre 8). En los dos niveles mdas bajos de matematicas, 81.2% de los
alumnos de Bachillerato. La Jornada, p. 41.

XVIII Encuentro de Profesores de Matematicas Pagina 96



IIT Seminario Nacional sobre Resolucion de Problemas y el Aprendizaje de las Matematicas

Ball, D. L, Thames, M. H. & Phelps, G. (2008). Content knowledge for teaching: What makes
it special? Journal of Teacher Education, 59, 389-407.

Ball, D. L., & Bass, H. (2003). Toward a practice-based theory of mathematical knowledge
for teaching. In B. Davis & E. Simmt (Eds.), Proceedings of the 2002 Annual Meeting
of the Canadian Mathematics Education Study Group (pp. 3-14). Edmonton, AB:
CMESG/GCEDM.

Barrera, F. (2009a, Diciembre 9). El aprovechamiento de los estudiantes y su relacion con los
conocimientos de los profesores. El Independiente de Hidalgo.

Barrera, F. (2009b). Reporte de la segunda fase del proyecto “Bases teoricas y conceptuales
en la construccion del conocimiento matematico y el empleo de herramientas
digitales”. Informe del proyecto financiado por Conacyt con niimero de referencia
61996. Pachuca, Hidalgo.

Barrera, F. y Reyes, A. (2010). Curso: Pensamiento Matematico, Resolucion de Problemas y
Formacion Docente. Pachuca, Hidalgo: Centro Universitario de Formacion (UAEH).

Davis, B. & Simmt, E. (2006). Mathematics-for-teaching: An ongoing investigation of the
mathematics that teachers (need to) know. Educational Studies in Mathematics, 61,
293-319.

Ferndndez-Vega, C. (2009, Agosto 26). México SA. La Jornada. Recuperado de
http://www jornada.unam.mx/2009/08/26/index.php?section=opinion&article=028o1leco, el
18 de Junio de 2010.

Harel, G. & Lim, H. K. (2004). Mathematics teachers’ knowledge base: Preliminary results.
En M. J. Hoines & A. B. Fuglestad (Eds.), Proceedings of the 28" Conference of the
International Group for the Psychology of Mathematics Education (Vol. 3, pp. 25-32).
Bergen, Norway: PME.

Harel, G. (1994). On teacher education programmes in mathematics. International Journal of
Mathematical Education in Science and Technology, 25(1), 113-119.

Hiebert, J., Carpenter, T. P., Fennema, E., Fuson, K. C., Wearne, D., Murray, H., Olivier, A.,
& Human, P. (1997). Making sense: teaching and learning mathematics with
understanding. Portsmouth: NH: Heinemann.

NCTM (2000). Principles and Standards for School Mathematics. Reston, Virginia: National
Council of Teachers of Mathematics.

Olivares-Alonso, E. (2009, Enero 28). Sin titulo, 40% de maestros de bachillerato publico;
emprenderd la SEP programas de formacion docente. La Jornada. Recuperado de
http://www jornada.unam.mx/2009/01/28/index.php?section=sociedad&article=045n1so, el 18
de junio de 2010.

Poy, L. (2009, Diciembre 30). Creara UAM centro especializado ante bajos resultados de
matematicas. La Jornada, p. 25.

Santos-Trigo, M. (2007). Mathematical problem solving: an evolving research and practice
domain. ZDM, 39, 523-536.

Santos-Trigo, M. (2008). Sobre la construccion de una comunidad de préctica en la resolucion
de problemas. En F. Barrera, et al. (Eds.), Memorias del Segundo Seminario Nacional
sobre Resolucion de Problemas y el Aprendizaje de las Matematicas (pp. 133-144).
Pachuca, Hidalgo.

Shulman, L. S. (1987). Knowledge and teaching: Foundations of the new reform. Harvard
Educational Review, 57(1), 1-22.

Silverman, J. H. (20006). A4 friendly introduction to number theory. Pearson Prentice Hall, third
edition.

XVIII Encuentro de Profesores de Matematicas Pagina 97



IIT Seminario Nacional sobre Resolucion de Problemas y el Aprendizaje de las Matematicas

Simon, M. A. & Tzur, R. (2004). Explicating the role of mathematical tasks in conceptual
learning: An elaboration of the hypothetical learning trajectory. Mathematical
Thinking and Learning, 6(2), 91-104.

Sowder J. T. (2007). The mathematical education and development of teachers. In F. K.
Lester, Jr. (Ed.), Second Handbook of Research on Mathematics Teaching and
Learning (pp. 167-224). Charlotte, NC: Information Age Publishing.

XVIII Encuentro de Profesores de Matematicas Pagina 98



