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Resumen

En esta investigación, se ha incorporado la dinámica fraccional a un modelo no li-
neal de tres osciladores acoplados para capturar el comportamiento card́ıaco más
de cerca. Para el caso de los ritmos asociados a un corazón normal, aśı como para
el caso de los ritmos asociados a corazones de individuos temerosos a las arañas,
se ha incorporado dinámica fraccional a cada oscilador. La dinámica fraccional
exhibida en el caso de los ritmos de corazones de participantes temerosos ha sido
basada en que el miedo es un estado motivacional inducido por est́ımulos espećıfi-
cos que dan lugar a conductas de escape o defensivas. Además observamos que en
el caso de los ritmos asociados con un corazón normal, los órdenes fraccionarios
son cercanos a 1. Mientras tanto, en el caso de los ritmos card́ıacos asociados
con participantes hipertensos, solo el primer oscilador, el nódulo sinoauricular,
tiene dinámica fraccional. Esto puede tener relevancia fisiológica si se conside-
ra que la hipertensión es, en primer lugar, un factor de riesgo de enfermedades
cardiovasculares. En segundo lugar, la circulación hipercinética está orquestada
por el nódulo sinoauricular, en interacción con el sistema nervioso autónomo,
lo que conduce a la hipertrofia del músculo card́ıaco. Los resultados obtenidos
muestran que el electrocardiograma (formas de onda de ECG) se puede simular
cuando ocurren diversas condiciones fisiológicas en el corazón humano, por lo que
el modelo propuesto puede encontrar aplicaciones en la medicina cĺınica.

Abstract

In this research, fractional dynamics has been incorporated into a nonlinear
model of coupled three oscillators to capture cardiac behavior more closely. In
the case of the rhythms associated with a normal heart, as well as in the case
of the rhythms associated with the hearts of spider-fearful individuals, fractio-
nal dynamics has been incorporated into each oscillator. The fractional dynamics
exhibited in the case of the heart rhythms of fearful participants has been ba-
sed on the fact that fear is a motivational state induced by specific stimuli that
give rise to escape or defensive behaviors. We also observe that in the case of
the rhythms associated with a normal heart, the fractional orders are close to 1.
Meanwhile, in the case of the heart rhythms associated with hypertensive partici-
pants, only the first oscillator, the sinoatrial node, has fractional dynamics. This
may have physiological relevance if it is considered that hypertension is, first at
all a risk factor for cardiovascular diseases. Second at all, hyperkinetic circulation



is orchestrated by the sinoatrial node, in interaction with the autonomic nervous
system, which leads to cardiac muscle hypertrophy. The results obtained show
that electrocardiogram (ECG waveforms) can be simulated when various physio-
logical conditions occur in the human heart, which is why the proposed model
may find applications in clinical medicine.
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E. Pineda Sánchez que en colaboración con el Mtro. Gerardo Rojas Vite y el Lic.
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Introducción

Imagine miles de millones de partes microscópicas trabajando en conjunto y
de una manera organizada en beneficio de un ser total. El cuerpo humano, es
una máquina asombrosa, está formado por estructuras más pequeñas clasificadas
en cuatro tipos principales: células, tejidos, órganos y sistemas. Gracias a estos
niveles de organización es posible que se efectúen procesos que nos mantienen
vivos.

Sin embargo, debido a diversas causas, el funcionamiento del cuerpo se ve
alterado, lo cual provoca una amenaza para la salud del individuo. Al mismo
tiempo, el cuerpo humano se encuentra expuesto a múltiples factores externos
que ocasionan cambios fisiológicos temporales, como por ejemplo: cambios en la
frecuencia respiratoria, cambios en la frecuencia card́ıaca, etc.

El modelado matemático es una de las herramientas que se han utilizado para
analizar y predecir el comportamiento en múltiples sistemas biológicos. Estos se
pueden modelar utilizando un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales. Uno
de los sistemas que ha llamado la atención de los investigadores es el estudio del
sistema cardiovascular en el cuerpo humano. Las señales cardiovasculares exhiben
algún tipo complejo de forma de onda periódica y, por lo tanto, se han considerado
modelos de oscilador acoplado.

Kaplan, B. Z., Gabay, I., Sarafian, G., & Sarafian, D. [1] mostraron que indu-
ciendo osciladores de relajación derivados del conocido oscilador de van der Pol
(vdP), es posible la generación de señales de tipo ECG. En su trabajo, utilizan
un modelo de dos osciladores vdP filtrados idénticos, el sistema en cuestión es
no lineal y este consiste de ecuaciones diferenciales con retardo (DDEs, por sus
siglas en inglés). Además, estos autores encontraron en su modelo una interesante
afinidad con el oscilador del puente de Wien.

Grudziński, K., & Żebrowski, J. J. [2] proponen un modelo de oscilador de tipo
vdP modificado para reproducir algunas caracteŕısticas importantes de los po-
tenciales de acción card́ıacos generados por los marcapasos naturales del corazón:
nodo sinoauricular (SA) y nodo auriculoventricular (AV). Otras investigaciones
como Gois, S. R., & Savi, M. A. [3] y Ferreira, B. B., Savi, M. A., & de Paula,A.
S. [4] implementan tres osciladores vdP modificados en su modelo, agregando un
par de términos de acoplamiento. Cada uno de los osciladores representa una re-
gión card́ıaca diferente, el primero representa el nodo SA, el segundo representa
el nodo AV y el tercero representa el sistema His-Purkinje.
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Los modelos de orden entero no tienen la capacidad de generalizar diferentes
formas de onda de ECG, por lo que se ha requerido explorar más a fondo a los
modelos dinámicos fraccionales para generar señales de ECG. El cálculo fraccional
(FC, por sus siglas en inglés) tiene más de 300 años y representa una generali-
zación de la diferenciación e integración de orden entero. El operador diferencial
fraccional (FDO, por sus siglas en inglés) es de naturaleza no local, a diferencia
del operador diferencial entero. Es por eso que dicho operador puede formular
procesos que tienen memoria y propiedades hereditarias.

El cálculo fraccional tiene aplicaciones en diversas áreas de la ciencia, como
electromagnetismo [5], procesamiento de señales [6], viscoelasticidad [7], mecánica
de fluidos [8], población de modelos biológicos [9], óptica [10], electroqúımica [11],
procesos de difusión anormales [12]. Un sistema de orden fraccional es un sistema
dinámico que se puede modelar mediante ecuaciones diferenciales que incluyen
derivadas de orden no entero [13]. Se dice que tales sistemas tienen dinámica
fraccional. Recientemente, el tema de las ecuaciones diferenciales con retardo de
orden fraccional (FDDEs, por sus siglas en inglés) ha sido de interés dadas las
aplicaciones en matemáticas y f́ısica, entre otros ejemplos notables [14–17].

Se pueden encontrar investigaciones adicionales en el campo del modelado
biomédico, aunque a menudo hay cŕıticas a los sistemas de modelado debido
a su poder predictivo [18]. En Clayton, R. H., & Panfilov, A. V. [19] se discu-
te el modelado de la actividad eléctrica card́ıaca en ventŕıculos anatómicamente
detallados, ya que la actividad mecánica de los ventŕıculos no se incluye en mo-
delos puramente eléctricos. En Gomes, J. M., Dos Santos, R. W., & Cherry, E.M.
[20], Karavaev, A. S., Ishbulatov, Y. M., Ponomarenko, V. I., Prokhorov, M.D.,
Gridnev, V. I., Bezruchko, B. P., and Kiselev, A. R. [21], por un lado, se es-
tudia la alternancia entre potenciales de acción largos y cortos y esto se asocia
frecuentemente con afecciones card́ıacas nocivas, por otro lado, el fenómeno de
sincronización del sistema regulador de la presión arterial media se analiza me-
diante la señal de respiración con el peŕıodo básico cercano a los 10 segundos, lo
que se observa experimentalmente. Cabe señalar que ambos modelos se describen
mediante un sistema de ecuaciones diferenciales con retardo.

Para analizar el electrocardiograma también se han presentado enfoques al-
ternativos a los mencionados anteriormente. En McSharry, P. E., Clifford, G.
D.,Tarassenko, L., & Smith, L. A. [22] los autores introducen un modelo dinámi-
co basado en tres ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas que es capaz de
generar señales electrocardiográficas sintéticas más realistas. Mientras que en Nie-
derer, S. A., Lumens, J., & Trayanova, N. A. [23] mediante el uso de imágenes
avanzadas, detección genética y dispositivos, se tiene un enorme potencial para
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lograr el nuevo enfoque cuantitativo para la detección y el tratamiento de enfer-
medades card́ıacas, con análisis rápidos, a bajo costo y con bajo riesgo.

El objetivo de este trabajo es analizar una señal electrofisiológica del cuerpo
humano comúnmente conocida como electrocardiograma (ECG). En contraste
con los trabajos mencionados en los párrafos anteriores, en esta tesis se propone
un nuevo modelo matemático para generar señales de ECG utilizando tres os-
ciladores de van der Pol modificados conectados por términos de acoplamiento.
Cabe señalar que, a diferencia de los modelos de retardo antes mencionados, es-
te nuevo modelo implica un término de orden fraccional dependiente del tiempo
(αi), que permite un parámetro adicional que se ajusta mejor a la señal de ECG
experimental.

El propósito es analizar las señales de ECG de participantes sanos jóvenes,
adultos, hipertensos y personas que manifiestan miedo, utilizando el cálculo frac-
cional para detectar cambios en la dinámica del corazón. Estas caracteŕısticas se
combinan en este trabajo ya que el objetivo es mostrar un mejor modelado del
ECG, independientemente de la patoloǵıa o condición de los sujetos. Es conve-
niente comprender los conceptos y distinguir las variaciones en la morfoloǵıa de
onda en las condiciones mencionadas.

En muchas ocasiones el ser humano se ha sentido amenazado por hechos reales
o por hechos imaginarios. El miedo generalmente se ha visto como una emoción
negativa, sin embargo, experimentar esta emoción nos ha permitido movilizarnos
para enfrentar el peligro. Los etólogos definen el miedo como un estado motiva-
cional suscitado por est́ımulos espećıficos que dan lugar a conductas defensivas o
de escape [24].

Bachman, S., Sparrow, D., & Smith, L. K. [25] señalaron que en los adultos,
las amplitudes de las ondas R y S son más bajas que en los jóvenes, lo que sugiere
que hay menos fuerza eléctrica ventricular en el corazón a medida que aumenta la
edad. Además, hay amplitudes de onda T más bajas entre las personas mayores,
lo que sugiere una disminución de las corrientes de repolarización con la edad.

Se sabe que la hipertensión puede ser causada por varios factores: desregu-
lación, enfermedades vasculares, patoloǵıas renales, etc., algunas condiciones de
estrés también pueden mostrar dinámicas de ECG similares a las de la hiper-
tensión [26, 27]. Por otro lado, Riabykina, G. V., Liutikova, L. N., Saidova, M.
A.,Botvina, I. V., E III, K., Shchedrina, E. V., & Sobolev, A. V. [28] evaluaron la
depresión del segmento ST (intervalo durante el cual los ventŕıculos permanecen
en un estado activo) en pacientes hipertensos. En su investigación, distinguieron
dos tipos de depresión, la primera de las cuales se refiere a la depresión transi-
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toria por peŕıodos cortos, mientras que la segunda indica depresión persistente
en todo el registro. Se indica que la causa de depresión del segmento ST en pa-
cientes hipertensos con mayor frecuencia se debe a alteraciones secundarias de
los procesos de repolarización relacionados con el desarrollo de hipertrofia ven-
tricular izquierda (HVI). Rodrigues, J. C., Amadu, A. M., Ghosh Dastidar, A.,
McIntyre, B., Szantho, G. V., Lyen, S.,...& Hamilton, M. C. [29] en su análisis
electrocardiográfico detectaron una inversión asimétrica de la onda T en pacientes
con hipertensión.

Este trabajo se divide en cinco caṕıtulos. En el primer caṕıtulo se aborda el
tema del oscilador de van der Pol, se discute una modificación de dicho oscilador
con la finalidad de preparar al lector para la posterior comprensión del modelo
matemático. En el caṕıtulo dos se presentan algunos antecedentes del cálculo
fraccional, aśı como algunas definiciones y propiedades básicas que se tomarán en
consideración. En el caṕıtulo tres se habla sobre la parte fisiológica del corazón, aśı
como de la descripción de su actividad eléctrica mediante el ECG. En el caṕıtulo
cuatro se describen las caracteŕısticas y las condiciones en las que fueron grabadas
las señales de ECG. En el caṕıtulo cinco se presenta el modelo matemático aśı
como los resultados obtenidos. Por último, se exponen las conclusiones de este
trabajo.

Los resultados de esta investigación han sido presentados en el 15º Congreso
Nacional de Ciencia, Tecnoloǵıa e Innovación del Estado de Michoacán, aśı como
en el 53º Congreso Nacional de la Sociedad Matemática Mexicana. Aśı mismo, es-
te trabajo forma parte de un art́ıculo que ha sido publicado por la revista Chaos,
Solitons and Fractals: the interdisciplinary journal of Nonlinear Science, and No-
nequilibrium and Complex Phenomena (https://www.sciencedirect.com/science/
article/pii/S0960077921002964?dgcid=coauthor). Finalmente, se está trabajando
en una investigación asociada con análisis multifractal de señales de ECG, la cual
está por someterse a una revista cient́ıfica para su posterior publicación.
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1. El oscilador de van der Pol

Se le llama oscilador armónico a aquel sistema que cuando se deja en libertad
fuera de su posición de equilibrio, regresa a dicha posición trazando oscilaciones
sinusoidales alrededor de dicha posición [30]. El oscilador armónico ha servido
como prototipo en el tratamiento matemático de diversos fenómenos: circuitos
AC, campos electromagnéticos, elasticidad, acústica, etc.

Hace 300 años Robert Hooke descubrió que cuando un sistema se desplaza
fuera de su posición de equilibrio, este experimenta una fuerza restauradora F
proporcional a su desplazamiento x,

F = −kx, k > 0, (1)

dicho hallazgo se conoce como la ley de Hooke. El oscilador armónico clásico es
un sistema mecánico que se basa en el uso de esta ley, dicho sistema (Figura 1)
considera una masa puntual m unida a un muelle que no tiene masa, donde el
desplazamiento x está dado en una única dimensión [31].

Figura 1: Masa m unida a un muelle. Recuperado de [31]

Por otra parte, la segunda ley de Newton establece lo siguiente:

F = m
d2x

dt2
= mẍ. (2)

Por lo que combinando la ley de Hooke (1) y la segunda ley de Newton (2), se
obtiene:

mẍ = −kx⇔ mẍ+ kx = 0⇔ ẍ+
k

m
x = 0. (3)

Si se define w0 =
√

k
m

, es posible reescribir la ecuación de movimiento (3) de

forma sencilla:
ẍ+ w2

0x = 0. (4)
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1.1. Oscilador armónico amortiguado

En el oscilador armónico clásico se tiene que F es la única fuerza que actúa,
ahora śı el sistema además presenta una fuerza de fricción (amortiguamiento)
proporcional a la velocidad Ff = −bv = −bdx

dt
(b es un coeficiente que mide el

amortiguamiento), entonces se trata de un oscilador amortiguado [30].

Añadiendo Ff a la primera igualdad en (3), se obtiene:

m
d2x

dt2
= −kx− bdx

dt
. (5)

Es posible clasificar al sistema según el valor de b2−4km de la siguiente manera:
si b2 − 4km > 0, entonces el sistema está sobreamortiguado, si b2 − 4km = 0
entonces el sistema tiene amortiguamiento cŕıtico y por último si b2 − 4km < 0
entonces el sistema oscila con amplitud decreciente [30].

La ecuación de van der Pol surgió en relación con los circuitos eléctricos no
lineales utilizados en las primeras radios y es en esencia un oscilador armónico
con un amortiguamiento no lineal [32].
Por lo que si en (5) se toma m = 1, b = µ(x2 − 1), k = 1, se obtiene la ecuación
de van der Pol:

d2x

dt2
+ µ(x2 − 1)

dx

dt
+ x = 0, µ > 0. (6)

O bien,
ẍ+ µ(x2 − 1)ẋ+ x = 0, µ > 0. (7)

1.2. Oscilador de van der Pol modificado

Grudziński, K., & Żebrowski, J. J. [2] propusieron un oscilador de van der Pol
modificado en orden de reproducir algunas caracteŕısticas importantes de los po-
tenciales de acción card́ıaca. En este oscilador, el término asociado a la fuerza
en (7) ha sido reemplazado por un término cúbico, la fuerza de amortiguamiento
µ(x2 − 1) ha sido sustituida por un término asimétrico respecto de la variable
x: µ(x − ν1)(x − ν2), (ν1 y ν2 se consideran de signo opuesto), dando lugar al
siguiente oscilador de vdP modificado:

d2x

dt2
+ µ(x− ν1)(x− ν2)

dx

dt
+ x(x+ d)(x+ e)/ed = 0, d, e, µ > 0. (8)
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O bien,

ẍ+ µ(x− ν1)(x− ν2)ẋ+ x(x+ d)(x+ e)/ed = 0, d, e, µ > 0. (9)

Si se añade un forzamiento externo F (t) en el lado derecho de (9), se obtiene
la siguiente ecuación:

ẍ+ µ(x− ν1)(x− ν2)ẋ+ x(x+ d)(x+ e)/ed = F (t), d, e, µ > 0. (10)

Luego, si u = x y v = ẋ, entonces u̇ = ẋ = v y v̇ = ẍ, por lo que (10) puede
reescribirse como un sistema de dos ecuaciones diferenciales:

u̇ = v

v̇ = F (t)− µ(u− ν1)(u− ν2)v − u(u+ d)(u+ e)/ed. (11)
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2. Cálculo fraccional

El cálculo fraccional es un tema tan antiguo como lo es el cálculo diferencial or-
dinario, debido a que se remonta a tiempos en el que Newton, Leibniz y Gauss
inventaron ese tipo de cálculo. El término cálculo fraccional tiene más de 300
años y este representa una generalización de la diferenciación e integración de
orden entero. En 1695, en una carta dirigida a L’Hopital, Leibniz abordó la si-
guiente pregunta: “¿Puede el significado de una derivada de orden entero dnf(x)

dxn

ser extendida para tener un significado cuando n es una fracción?”. Más tarde
L’Hopital respondió con la siguiente cuestión: “¿Qué pasaŕıa si n = 1/2?”, poste-
riormente en una carta con fecha del 30 de septiembre de ese mismo año Leibniz
contestó: “Conducirá a una paradoja, de la cual algún d́ıa consecuencias útiles
serán extráıdas”[33].

En 1772, J.L. Lagrange contribuyó en el cálculo fraccional indirectamente, de-
sarrollando las leyes de los exponentes para derivadas de orden entero:

dm

dxm
· d

n

dxn
f(x) =

dm+n

dxm+n
f(x),

tiempo después se estableceŕıa una regla análoga para m y n arbitrarios [33].

En 1812, P.S. Laplace definió a la derivada fraccional mediante una integral,
y más tarde S. F. Lacroix escribió una expresión para la n-ésima derivada de la
función f(x) = xm, donde m es un entero positivo:

dnf(x)

dxn
=

m!

(m− n)!
xm−n, m ≥ n.

Usando el śımbolo de Legendre para el factorial generalizado, es decir, utili-
zando la función Gamma, se obtiene lo siguiente:

dnf(x)

dxn
=

Γ(m+ 1)

Γ(m− n+ 1)
xm−n.

Lacroix ilustró su fórmula tomando m = 1 y n = 1/2. Reemplazando dichos

valores en la expresión anterior, se obtiene: dnf(x)
dxn

= Γ(2)
Γ(3/2)

x1/2.

Luego, haciendo uso de las siguientes identidades:

Γ(n) = (n− 1)!

Γ(
n

2
+ 1) =

√
π
n!!

2
n+1
2

, n impar,
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se tiene que la expresión final para d1/2x
dx1/2

es igual a 2
√
x√
π

. Sin embargo, el método
de Lacroix no ofreció ningún indicio para una aplicación a derivadas de orden
arbitrario [33].
El siguiente en mencionar a las derivadas de orden arbitrario fue Joseph B. J
Fourier, quien consideró una función de la siguiente forma

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f(α) dα

∫ ∞
−∞

cos p(x− α) dp,

para la cual estableció lo siguiente:

dn

dxn
cos p(x− α) = pn cos[ p(x− α) +

1

2
nπ ], n entero.

Posteriormente, reemplazando n por u obtuvo la siguiente generalización:

du

dxu
f(x) =

1

2π

∫ ∞
−∞

f(α) dα

∫ ∞
−∞

pu cos[ p(x− α) +
1

2
uπ ] dp,

donde el número u puede ser considerado como cualquier cantidad, positiva o
negativa [33]. Niels Henrik Abel fue probablemente el primero en dar una apli-
cación al cálculo fraccional, en 1823 Abel usó derivadas de orden arbitrario para
resolver el problema de la tautócrona1. La integral con la que Abel trabajó, es
comúnmente conocida como “ecuación integral de Abel”:

k =

∫ x

0

(x− t)−1/2 f(t) dt,

la cual es precisamente la misma que utilizó Riemman para definir a las operacio-
nes fraccionales. En 1832, Liouville comenzó sus estudios sobre cálculo fraccional
partiendo del siguiente hecho:

Dmeax = ameax, m entero,

luego procedió extendiéndolo de manera muy natural reemplazando m por ν,
donde ν es cualquier número ya sea racional, irracional o complejo.

Liouville asumió que la derivada de orden arbitrario de una función f(x) puede
ser expandida en una serie de la forma:

Dνf(x) =
∞∑
n=0

cna
ν
ne
anx,

1Curva para la cual el tiempo tomado por un objeto que se desliza sin rozamiento en gravedad
uniforme hasta su punto más bajo es independiente de su punto de partida.
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donde

f(x) =
∞∑
n=0

cne
anx, Re(an) > 0.

Más tarde, Liouville consideraŕıa una segunda definición partiendo de una in-
tegral definida asociada con la función gamma:

I =

∫ ∞
0

ua−1e−xu du, a > 0, x > 0,

y mediante el cambio de variable xu = t, se tiene que:

I =

∫ ∞
0

1

x

[
t

x

]a−1

e−tdt

=
1

xa

∫ ∞
0

ta−1e−tdt

= x−aΓ(a),

lo cual implica que

x−a =
1

Γ(a)
I.

Luego, Liouville operó con Dν en ambos lados de la ecuación anterior. Usando el
supuesto básico descrito previamente, obtuvo:

Dνx−a =
1

Γ(a)
Dν

(∫ ∞
0

ua−1e−xu du

)
=

(−1)ν

Γ(a)

∫ ∞
0

ua+ν−1e−xu du

De esta manera obtuvo su segunda definición de derivada fraccional:

Dνx−a =
(−1)νΓ(a+ ν)

Γ(a)
x−a−ν , a > 0.

Sin embargo ninguna definición es adecuada para ser aplicada a una clase amplia
de funciones [33].
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2.1. La integral fraccional

Hasta ahora se han introducido algunas definiciones de derivada fraccional
para clases especiales de funciones. A continuación se presenta una definición
más general, tomando como punto de partida a la fórmula de Cauchy para la
integración repetida. Una vez derivada adecuadamente una integral fraccional
Iα, se obtiene una definición satisfactoria de una derivada fraccional, si se asume
que

dα

dxα
= I−α, (12)

es decir que una integral de orden fraccional es la inversa de una derivada de
orden fraccional [34].

Sea f una función continua definida cuando t > a. Considere a la siguiente
integral definida de f desde a hasta t, la cual se denotará con aI f(t):

aI f(t) =

∫ t

a

f(τ) dτ, (13)

Si se repite este proceso, es decir, si (13) se integra nuevamente, se obtiene la
segunda integral repetida:

aI
2f(t) =

∫ t

a
aI f(τ1) dtτ1

=

∫ t

a

(∫ τ1

a

f(τ) dτ

)
dτ1 (14)

Otra integración da la tercera integral repetida:

aI
3f(t) =

∫ t

a
aI

2f(τ2) dτ2

=

∫ t

a

[∫ τ1

a

(∫ τ2

a

f(τ) dτ

)
dτ2

]
dτ1 (15)

La enésima integral repetida de f desde a

aI
nf(t) =

∫ t

a

∫ τ1

a

· · ·
∫ τn−1

a

f(τ) dτ · · · dτ2 dτ1, (16)

puede ser expresada mediante una integración simple [34, 35]:

aI
nf(t) =

1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− τ)n−1f(τ) dτ, n ∈ N (17)
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La igualdad indicada en (17) es conocida como Fórmula de Cauchy para inte-
gración repetida. Si n se substituye por un número real positivo α, y (n−1)! por su
generalización Γ(α), entonces se obtiene la siguiente fórmula para la integración
fraccional:

aI
αf(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ) dτ, α ∈ R+ (18)

La integral fraccional de Riemann-Liouville

El operador fraccional de Riemman-Liouville se obtiene de manera sencilla
tomando a = 0 en (18):

I αf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ) dτ. (19)

Dicho operador tiene las siguientes propiedades [36]:

I 0f(t) = f(t), es decir, el operador I 0 es el operador identidad.

I α es lineal: I α(λf(t) + g(t)) = λI αf(t) + I αg(t), α ∈ R+, λ ∈ C.

Si f(t) es continua para t≥0 las siguientes igualdades son válidas [35]:

ĺımα→0 I αf(t) = f(t),
I α(I βf(t)) = I β(I αf(t)) = I α+βf(t), α, β ∈ R+, λ ∈ C.

2.2. La derivada fraccional de Caputo

Los conceptos de integración y diferenciación fraccional están estrechamente re-
lacionados. Adopte la siguiente notación:

dα

dtα
= Dα, (20)

es posible dividir el operador diferencial fraccional, de la siguiente manera [34]:

Dα = DmDα−m, m ∈ N ∪ 0

=
dm

dtm
aI

m−α. (21)
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Esto significa que se puede interpretar la derivada fraccional como una integral
fraccional seguida de una derivada de orden entero. También se tiene la siguiente
secuencia invertida de operadores:

Dα = Dα−mDm, m ∈ N ∪ 0

= aI
m−α d

m

dtm
. (22)

Lo cual lleva a una descomposición alternativa de la derivada fraccional como una
derivada ordinaria seguida de una integral fraccional. Ambas descomposiciones
nos llevan a diferentes resultados [34].

El operador al que se refiere en este caṕıtulo fue introducido por el matemático
italiano Caputo en 1967. Se denotará con Dα

∗f(t) a dicho operador, y mediante el
uso de la segunda secuencia invertida de operadores (22) y del operador fraccional
de Riemman-Liouville definido en (19) se tiene lo siguiente:

Dα
∗f(t) = aI

m−α d
m

dtm
f(t)

=
1

Γ(m− α)

∫ t

0

(t− τ)m−α−1d
mf(τ)

dτm
dτ

=
1

Γ(m− α)

∫ t

0

(t− τ)m−α−1f (m)(τ)dτ (23)

donde m− 1 < α < m (m ∈ N).

Observe que la derivada en el sentido de Caputo satisface que si f(t) = cte,
entonces Dα

∗f(t) = 0 [34].

2.3. Definiciones básicas

A continuación se presentan algunas definiciones y propiedades básicas que se
toman en consideración en el presente estudio [35, 37–39].

Definición 2.1 Una función f(t), t > 0 se dice que pertenece al espacio Cα, α
∈ R si existe un número real r > α, tal que f(t) = trf1(t) donde f1(t) ∈ C[0,∞).

Definición 2.2 Una función real f(t), t > 0 se dice que pertenece al espacio
Cm
α , α ∈ R, m ∈ N ∪ {0}, si fm ∈ Cα.

Definición 2.3 Sea f ∈ Cα y α ≥ −1, entonces la integral de Riemann-
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Liouville de orden µ, µ > 0 está dada por

I µf(t) =
1

Γ(µ)

∫ t

0

(t− τ)µ−1f(τ)dτ, (24)

donde Γ(·) es la función Gamma.

Existen diversas definiciones de derivada fraccional, tales como la derivada de
Grunwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Liouville, Caputo, Liouville-Caputo, etc.
En este trabajo, se empleará a la derivada fraccional de Caputo.

Definición 2.4 La derivada fraccional de Caputo f(t), f(t) ∈ Cm
−1,m ∈ N∪{0},

está definida como:

Dα
∗f(t) = Im−α

dm

dxm
f(t)

=
1

Γ(m− α)

∫ t

0

(t− τ)m−α−1d
mf(τ)

dtm
dτ

=
1

Γ(m− α)

∫ t

0

(t− τ)m−α−1f (m)(τ)dτ, (25)

α > 0,

donde m− 1 < α < m.

2.4. Esquema Predictor-Corrector para una ecuación frac-
cional con retardo

El algoritmo numérico para resolver ecuaciones diferenciales fraccionales fue pro-
puesto por Diethelm, K., Ford, N. J., & Freed, A. D. [40]. El esquema que se
presenta a continuación es una modificación del esquema predictor-corrector de
Adams-Bashforth-Moulton. Bhalekar, Sachin and Daftardar-Gejji, Varsha [37] ex-
tendieron este algoritmo al considerar un sistema de ecuaciones diferenciales con
retardo.

Considere la siguiente FDDE: una ecuación diferencial en la que la derivada de
orden no entero de una función en cualquier momento depende de la solución en
el momento anterior

Dα
∗ y(t) = f(t, y(t), y(t− τ)), t ∈ [0, T ], T ∈ Z+, τ > 0, 0 < α ≤ 1;

y(t) = g(t), t ∈ [−τ, 0]
(26)
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Considere una malla uniforme {tn = nh : −k,−k + 1, · · · ,−1, 0, 1, · · · , N}, don-
de k y N son enteros tales que h = T

N
= τ

k
, sea

yh(tj) = g(tj), j = −k,−k + 1, ...,−1, 0 (27)

y note que

yh(tj − τ) = yh(jh− kh) = yh(tj−k), j = 0, 1, ..., N. (28)

Suponga que ya se han calculado las siguientes aproximaciones

yh(tj) ≈ y(tj), (j = −k,−k + 1, ...,−1, 0, 1, ..., n),

y queremos calcular yh(tn+1) usando

y(tn+1) = g(0) +
1

Γ(α)

∫ tn+1

0

(tn+1 − ξ)α−1 × f(ξ, y(ξ), y(ξ − τ))dξ. (29)

Note que (29) es obtenida aplicando Iαtn+1
en ambos lados de (26). Se han

usado aproximaciones yh(tn) para y(tn) en (29). Además la integral en (29) es
evaluada usando la fórmula de cuadratura trapezoidal. La fórmula del corrector
es la siguiente

yh(tn+1) = g(0) +
hα

Γ(α + 2)
f(tn+1, y

p
h(tn+1), yh(tn+1 − τ))

+
hα

Γ(α + 2)

n∑
j=0

aj,n+1f(tj, yh(tj), yh(tj − τ))

= g(0) +
hα

Γ(α + 2)
f(tn+1, y

p
h(tn+1), yh(tn+1−k)

+
hα

Γ(α + 2)

n∑
j=0

aj,n+1f(tj, yh(tj), yh(tj−k)), (30)

donde

aj,n+1 =


nα+1 − (n− α)(n+ 1)α, si j = 0
(n− j + 2)α+1 + (n− j)α+1 − 2(n− j + 1)α+1, si 1 ≤ j ≤ n
1, si j = n+ 1.

(31)
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El término desconocido yph(tn+1) que aparece en el lado derecho de (30) es
llamado predictor. La regla del producto del rectángulo es usada en (29) para
evaluar el término predictor

yph(tn+1) = g(0) +
1

Γ(α)

n∑
j=0

bj,n+1f(tj, yh(tj), yh(tj − τ))

= g(0) +
1

Γ(α)

n∑
j=0

bj,n+1f(tj, yh(tj), yh(tj−k)), (32)

donde

bj,n+1 =
hα

α
((n+ 1− j)α − (n− j)α). (33)

Consideraciones de los parámetros del esquema predictor-corrector:
T , es la cota superior del intervalo donde la solución de (26) se aproximará,
este parámetro indica el tiempo de simulación, por lo que este se considera un
entero positivo; τ se considera un número real positivo, y en la práctica este
es considerado un número pequeño en comparación con T (algunos ejemplos de
consideración de estos parámetros se muestran en [14] en la sección IV y en
[37] en la sección 4); N indica el número de iteraciones que se realizarán y k
junto con el tamaño del paso h, determinan los valores de t de la malla. En la
práctica, N es considerado un número suficientemente grande para poder ilustrar
el comportamiento del sistema con el que se esta trabajando, algunos ejemplos
de elección de este parámetro se indican en [41] en la sección 3.2
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3. El corazón y su actividad eléctrica

El sistema cardiovascular es un sistema cerrado que consiste de vasos sangúıneos y
el corazón. Las arterias y las venas están conectadas por estructuras más pequeñas
en las que se intercambian electrolitos2 a través de las membranas celulares. El
corazón, ubicado en el mediastino, es la estructura central del sistema cardiovas-
cular. Está protegido por las estructuras óseas del esternón anterior, la columna
vertebral posterior y la caja torácica [42].

La función principal del corazón es bombear sangre rica en ox́ıgeno por todo
el cuerpo, el corazón está dividido en dos lados “espejados”: izquierdo y derecho.
Cada lado del corazón consta de dos cámaras, la auŕıcula donde entra la sangre
y el ventŕıculo donde la sangre se ve obligada a circular más. Los dos lados están
divididos por una pared muscular llamada tabique.

Figura 2: Anatomı́a card́ıaca. Adaptado de [43].

La sangre pasa a través de una válvula antes de salir de cada cavidad del
corazón. Las válvulas (Figura 2) evitan el retroceso del flujo de sangre y son
cuatro: la válvula tricúspide la cual controla el flujo sangúıneo entre la auŕıcula
derecha y el ventŕıculo derecho, la válvula pulmonar la cual controla el flujo

2Sustancia que contiene aniones y cationes y que por lo tanto es capaz de conducir la corriente
eléctrica.
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sangúıneo del ventŕıculo derecho a las arterias pulmonares (transportan la sangre
a los pulmones para oxigenarla), la válvula mitral o válvula bicúspide, la cual
permite que la sangre rica en ox́ıgeno proveniente de los pulmones pase de la
auŕıcula izquierda al ventŕıculo izquierdo y finalmente la válvula aórtica o de la
aorta, la cual permite que la sangre rica en ox́ıgeno pase del ventŕıculo izquierdo
a la aorta (la arteria más grande del cuerpo, la cual transporta la sangre al resto
del organismo).

La pared del corazón se llama miocardio y está compuesta principalmente de
células musculares que producen fuerza mecánica durante la contracción del co-
razón. Existen células musculares especializadas que están conectadas a una red
llamada sistema de conducción (Figura 3), que permite que un impulso eléctrico
se propague rápidamente por todo el corazón [44].

Figura 3: Sistema de conducción card́ıaco. Adaptado de [47].

El impulso eléctrico se origina en el nodo sinoauricular (SA) el cual está si-
tuado en la auŕıcula derecha y consta de una masa de células marcapasos con la
capacidad de disparar frentes de onda. El impulso primero inicia una depolari-
zación (activación) donde los frentes de onda se propagan a través del músculo
auricular dando lugar a su contracción, luego un conjunto de células marcapa-
sos localizadas en la frontera entre las auŕıculas y los ventŕıculos, conocido como
nodo auriculoventricular (AV) retardan la señal para permitir a los músculos au-
riculares completar la contracción y aśı poder llenar las cámaras ventriculares
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de sangre. El nodo AV dispara el impulso, el cual viaja rápidamente a través de
las fibras del sistema His-Purkinje 3 (HP) a los ventŕıculos. El impulso env́ıa un
frente de onda de depolarización en los ventŕıculos, lo cual da como resultado su
eficiente contracción, bombeando sangre a través del cuerpo [48].

El nodo SA es el marcapasos natural del corazón y determina la frecuencia de
los látidos bajo condiciones normales, el nodo SA genera impulsos eléctricos con
una tasa de 60-80 latidos por minuto (bpm, por sus siglas en inglés), las células
del nodo SA tienen la tasa de marcapasos más rápida, por lo que el resto de las
células siguen en sincrońıa. En caso de que el impulso no se genere en el nodo
SA, el nodo AV toma lugar como marcapasos principal y estimula el corazón con
una tasa intŕınseca de alrededor de 40-60 bpm. Más aún, si la excitación de la
señal no es entregada por ninguno de los nodos, entonces las células del sistema
HP pueden disparar su propia tasa de aproximadamente 20-40 bpm.

3.1. Activación del potencial

Las células son la unidad más pequeña de un organismo vivo, todas las células
comparten ciertos elementos esenciales, como son la membrana celular (estructura
fina que envuelve a la célula y es la encargada de permitir o bloquear la entrada
de sustancias), el citoplasma y el núcleo (“cerebro” organizador de la célula). El
cuerpo humano se compone de más de 30 billones de células, por lo que estás
se hallan en cada tejido humano y en consecuencia en cada órgano, por ende el
corazón no es excepción.

Los cardiomiocitos, células musculares card́ıacas, son células excitables que en
respuesta a un est́ımulo generan un potencial de acción (AP, por sus siglas en
inglés) asociado a una respuesta contráctil. El potencial de membrana se refiere a
la diferencia de voltaje entre el interior y el exterior de la membrana plasmática
de una célula viva, un cambio reversible en el potencial de membrana es conocido
como potencial de acción.

Cada ciclo card́ıaco se compone de dos fases, activación y recuperación, que
se denominan en términos eléctricos como depolarización y repolarización y en
términos mecánicos como contracción y relajación. La depolarización se manifies-
ta por un cambio rápido en el potencial de membrana de la célula y constituye
la fase inicial (fase 0) del potencial de acción card́ıaca. El cambio rápido en el
voltaje hace que células vecinas se despolaricen, y, como resultado se produce que

3El sistema His-Purkinje recibe señales del nodo AV y está compuesto por fibras que regulan
la contracción del músculo card́ıaco en los ventŕıculos.
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el impulso eléctrico se propague de una célula a otra por todo el miocardio, por
esta razón, la despolarización puede entenderse como una onda de propagación
dentro del tejido card́ıaco. La depolarización es seguida inmediatamente por la
repolarización, durante la cual el potencial de membrana de las células vuelve
gradualmente a su estado de reposo [44].

La actividad eléctrica está ı́ntimamente relacionada con los ritmos celulares
regulados por el bombeo de sodio (Na) y potasio (K). La fase 0 se caracteriza por
la apertura de canales Na+ dependientes de voltaje con la consecutiva entrada de
este ion, también se observa una apertura de canales lentos de Calcio (Ca2+) y la
entrada del ion al espacio intracelular. Los canales Na+ permiten el paso de iones
de Na+ durante 1 o 2 ms y posteriormente estos quedan inactivos (se cierran).

Durante la repolarización se distinguen 3 fases, la fase 1 constituye la apertura
de los canales de K+, la fase 2 se caracteriza por la presencia de una meseta en el
potencial de acción. La meseta y el potencial de acción prolongado son producidos
debido a que los canales rápidos (ya que permanecen abiertos unas diezmilésimas
de segundos para cerrarse bruscamente después) de sodio, permiten la entrada de
grandes cantidades de iones sodio mientras que los canales lentos de calcio (debido
a que se abren lentamente y permanecen abiertos por un periodo de tiempo mayor
que los primeros), permiten que fluyan al interior de la fibra muscular card́ıaca
grandes cantidades de iones sodio y calcio.

Durante la fase 3 la permeabilidad4 iónica del potasio aumenta. Una vez repo-
larizada la célula, el nivel de potencial de membrana permanece estable hasta que
la célula es despolarizada de nuevo, a esta fase entre dos AP se le denomina fase
4 y se corresponde con la diástole. Figura 4 muestra un esquema de flujo iónico
que genera la activación del potencial.

En base a la configuración iónica de cada grupo de células card́ıacas se tienen
distintas velocidades de impulso de acción, las células de potencial de acción
de respuesta lenta son aquellas que están ubicadas en el músculo auricular y
ventricular, el haz de His y las fibras de Purkinje, mientras que las células de
potencial de acción de respuesta rápida son aquellas que se localizan en los nodos
SA y AV.

4Capacidad de una molécula particular para cruzar la membrana plasmática de una célula
por difusión. Si una molécula puede atravesar la membrana, se dice que la membrana es permea-
ble a esa molécula, en cambio, si una molécula no puede cruzar la membrana, la membrana no
es permeable (es impermeable) a esa molécula.
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Figura 4: Activación del potencial. Fase 0: Consiste en la apertura de canales
rápidos de sodio (Na+). Fase 1: Constituye la apertura de canales de potasio
(K+). Fase 2: Se presencia una meseta en el potencial de acción donde los canales
de calcio (Ca2+) inactivan la permeabilidad al potasio. Fase 3: Activación de los
canales de potasio (K+). Fase 4: Se presencia una bomba de Na+ y K+ [45].
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3.2. El electrocardiograma

Un electrocardiograma (ECG) describe la actividad eléctrica del corazón regis-
trada por electrodos colocados en la superficie del cuerpo. El ECG ha resultado
el mecanismo más utilizado para analizar el funcionamiento del corazón y se ha
caracterizado por no ser invasivo, a diferencia del electrograma el cual se basa
en el registro de la señal mediante electrodos implantados internamente o un
catéter guiado a través de la piel y a través de un vaso sangúıneo que conduce al
corazón. En contraste con el ECG, el electrograma proporciona una descripción
mucho más local de las señales fisiológicas producidas en el corazón, debido a
la proximidad del electrodo al miocardio. Sin embargo ha sido más ampliamente
utilizado para estimular artificialmente el corazón, para ayudar a identificar la
región donde se puede desarrollar una arritmia o bien para ofrecer información a
un marcapasos card́ıaco implantado, sobre si el marcapasos natural del corazón
funciona correctamente o si necesita ser reemplazado por el marcapasos artificial.

Las primeras grabaciones de ECG en el hombre fueron hechas por Augustus
Waller en la década de 1880. A principios del siglo XX, Willem Einthoven desa-
rrolló aún más el dispositivo de grabación utilizando un galvanómetro5 de cuerda
que era lo suficientemente sensible como para registrar potenciales eléctricos en la
superficie del cuerpo. Einthoven definió los sitios para la colocación de electrodos
en los brazos y las piernas que siguen en uso hoy en d́ıa [44].

Actualmente es suficiente usar algunos electrodos cuando solo se estudia el
ritmo card́ıaco, mientras que generalmente se usan diez electrodos para extraer
información sobre la morfoloǵıa de la forma de onda. Para una grabación de ECG,
la diferencia de voltaje entre un par de electrodos se conoce como derivación. Se
distinguen dos tipos de configuraciones de derivación, la unipolar, la cual refleja la
variación de voltaje de un solo electrodo y se mide en relación con un electrodo de
referencia (también denominado “terminal central”) que se coloca de modo que
el voltaje permanezca casi constante durante todo el ciclo card́ıaco, y la bipolar,
la cual refleja la diferencia de voltaje entre dos electrodos, por ejemplo, entre un
electrodo colocado en el brazo izquierdo y otro en el brazo derecho.

El sistema de derivación más ampliamente usado en la investigación cĺınica y
teórica debido a la existencia de criterios bien establecidos para su interpretación,
es conocido como ECG estándar de 12 derivaciones, este se registra colocando 10
electrodos en posiciones estandarizadas en la superficie del cuerpo. Se define me-
diante una combinación de tres configuraciones diferentes de derivaciones: las

5Instrumento que sirve para determinar la intensidad y el sentido de una corriente eléctrica
mediante la desviación que esta produce en una aguja mecánica.
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derivaciones bipolares de las extremidades, las derivaciones unipolares aumenta-
das y las derivaciones unipolares precordiales [44].

Las derivaciones bipolares se denominan I, II y III y se obtienen midiendo la
diferencia de voltaje entre el brazo izquierdo, el brazo derecho y la pierna izquierda
en las siguientes combinaciones:

I = VLA − VRA,
II = VLL − VRA,
III = VLL − VLA,

donde VLA denota el voltaje registrado en el brazo izquierdo, VRA en el brazo
derecho y VLL en la pierna izquierda. Estas tres posiciones de los electrodos pueden
verse como las esquinas de un triángulo equiangular, “triángulo de Einthoven”,
con el corazón en el centro (Figura 5).

Figura 5: Triángulo de Einthoven. La ley de Einthoven explica que el complejo
de la derivación II es igual a la suma de los complejos correspondientes en las
derivaciones I y III y se expresa como II = I + III [46].

Las derivaciones unipolares aumentadas de las extremidades: aVF, aVL y aVR
(Figura 6), se definen como diferencias de voltaje entre una esquina del triángulo
y el promedio de las dos esquinas restantes:

aV R = VRA −
VLA + VLL

2
,

aV L = VLA −
VRA + VLL

2
,

aV F = VLL −
VLA + VRA

2
,
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Figura 6: Derivaciones unipolares. Estas tienen un solo electrodo de registro po-
sitivo y utilizan una combinación de los otros electrodos para servir como un
electrodo negativo compuesto [46].

Este tipo de derivaciones se consideran unipolares porque un electrodo está
explorando mientras que el promedio de los otros dos sirve como electrodo de
referencia.

Las derivaciones precordiales (Figura 7) se colocan sucesivamente en el lado
frontal e izquierdo del tórax para proporcionar una vista más detallada del co-
razón. Las seis derivaciones han sido etiquetadas como V1, V2, V3, V4, V5, V6, son
unipolares y están relacionadas con la terminal central de Wilson WCT, la cual
está definida por:

VWCT =
VLA + VRA + VLL

3
,

Las derivaciones V1 y V2 reflejan la actividad del ventŕıculo derecho, V3 y V4 ven
principalmente el frente del ventŕıculo izquierdo (pared anterior), mientras que
su lado (pared lateral) es visto por V5 y V6.

Por otra parte, un sistema de derivación que ha resultado atractivo dado que
refleja la actividad eléctrica en las tres direcciones perpendiculares X, Y y Z
es conocido como derivación ortogonal. Mediante este se adquiere información
adicional a partir de la visualización de un bucle tridimensional junto con su
proyección en los planos XY , XZ e Y Z. Este tipo de registro en el cual la punta
del vector traza un bucle que describe la dirección dominante del frente de onda
eléctrica durante el ciclo card́ıaco se denomina vectorcardiograma (VCG). Este
proporciona una descripción variable en el tiempo de cómo la magnitud y la
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Figura 7: Derivaciones precordiales. V1: Cuarto espacio intercostal (EIC) en el
ángulo esternal derecho. V2: Cuarto espacio intercostal (EIC) en el borde esternal
izquierdo. V3: Equidistante entre V2 y V4. V4: Quinto espacio intercostal (EIC)
en la ĺınea medioclavicular. V5: ĺınea axilar anterior izquierda a nivel de V4
horizontalmente. V6: ĺınea axilar media de V4 horizontalmente. Adaptado de
[49].

Figura 8: Configuración de derivación vectorcardiográfica de Frank. Se requie-
ren ocho electrodos, incluidos dos en la espalda (detrás del cuello y entre las
escápulas). No es práctico para la monitorización hospitalaria continua porque el
paciente debe recostarse sobre dos electrodos en decúbito supino, lo que puede
resultar incómodo y provocar una señal ruidosa [51].
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dirección del vector dominante cambian con el tiempo, pero no proporciona una
descripción anatómicamente exacta de dónde se propaga el frente de onda en el
miocardio. El registro de VCG se realiza mediante la técnica de Frank [50], la cual
emplea siete electrodos, de los cuales cuatro son colocados en el pecho, uno en la
espalda, el cuello y el pie izquierdo, junto con un electrodo de tierra de referencia
(Figura 8).

3.3. Relación entre el potencial de acción y el electrocar-
diograma

El ECG presenta como ĺınea gúıa la denominada ĺınea isoeléctrica o ĺınea basal
(Figura 9), que puede identificarse fácilmente como la ĺınea horizontal existente
entre cada latido. Los latidos card́ıacos quedan representados en el ECG normal
por las diferentes oscilaciones de la ĺınea basal en forma de ángulos, segmentos,
ondas e intervalos, constituyendo una imagen caracteŕıstica que se repite con una
frecuencia regular a lo largo de la tira de papel del ECG [52].

Figura 9: Representación de dos látidos card́ıacos consecutivos. La ĺınea basal o
ĺınea isoeléctrica se representa como una ĺınea recta en el trazado del ECG donde
no hay cargas eléctricas positivas o negativas para crear desviaciones [53].
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Figura 10: Diferentes formas de onda de cada célula card́ıaca y su relación con la
forma del ECG. Se ilustra la relación temporal entre los diferentes potenciales de
acción y el ECG medido en la superficie corporal [44]. Las ondas de despolariza-
ción son generalmente más pronunciadas y puntiagudas que las relacionadas con
la repolarización posterior que son suaves y redondeadas. Recuperada de [44].

El recorrido en sentido horizontal hace referencia al tiempo transcurrido y
en base a ello podemos detectar la duración de una onda en particular y la
distancia en sentido vertical (altura o profundidad) hace referencia al voltaje que
se está produciendo, gracias a ello podemos identificar la amplitud de una onda
en espećıfico.

El ECG describe las diferentes fases eléctricas de un ciclo card́ıaco y representa
una suma en el tiempo y el espacio de los potenciales de acción generados por
millones de células card́ıacas (Figura 10). El ECG proporciona una medida de
las corrientes eléctricas generadas en el ĺıquido extracelular por estos cambios
potenciales [44]. La despolarización auricular se refleja en la onda P y la des-
polarización ventricular se refleja en el complejo QRS, mientras que la onda T
refleja la repolarización ventricular. La repolarización auricular generalmente no
se puede distinguir del ECG, ya que la onda que la refleja queda oculta en el
complejo QRS [44].

Se han señalado diferentes configuraciones de derivaciones, dependiendo de
la configuración elegida se tendrán variaciones en las mediciones obtenidas. En
general la señal de ECG contiene los siguientes intervalos, segmentos y ondas
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básicas (Figura 11):

Figura 11: Ondas básicas, segmentos e intervalos en la señal de ECG. Una onda es
una desviación positiva o negativa de la ĺınea basal que indica un evento eléctrico
espećıfico. Un intervalo es el tiempo entre dos eventos de ECG espećıficos. Un
segmento corresponde a la longitud entre dos puntos espećıficos en un ECG que
están en la amplitud de la ĺınea basal. Un complejo es la combinación de múltiples
ondas agrupadas. Solo hay un punto en un ECG denominado punto J, que es
donde termina el complejo QRS y comienza el segmento ST. Recuperado de [44].

La onda P refleja la despolarización secuencial de las auŕıculas derecha e
izquierda. En la mayoŕıa de las derivaciones, la onda P tiene polaridad
positiva y una morfoloǵıa suave y monofásica. Su amplitud es normalmente
inferior a 300 µV, y su duración es inferior a 120 ms.

El complejo QRS refleja la despolarización de los ventŕıculos derecho e iz-
quierdo que en el corazón normal dura aproximadamente 70-110 ms. La
primera desviación negativa del complejo QRS se denota la onda Q, y el
primer positivo se denota la onda R, mientras que la desviación negativa
posterior a la onda R se denota la onda S.

El segmento ST no es realmente una onda, sino que representa el intervalo
durante el cual los ventŕıculos permanecen en un estado activo, despolari-
zado. El segmento ST comienza al final de la onda S (el punto J) desde
donde avanza casi horizontalmente hasta que se curva en la onda T.

La onda T refleja la repolarización ventricular y se extiende unos 300 ms
después del complejo QRS. La posición de la onda T depende en gran
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medida de la frecuencia card́ıaca, volviéndose más estrecha y más cercana
al complejo QRS a frecuencias rápidas.

El intervalo RR representa la duración de un ciclo card́ıaco ventricular, me-
dido entre dos ondas R sucesivas, y sirve como indicador de la frecuencia
ventricular. El intervalo RR es la cantidad de ritmo fundamental en cual-
quier tipo de interpretación de ECG y se utiliza para caracterizar diferentes
arritmias, aśı como para estudiar la variabilidad de la frecuencia card́ıaca.

El intervalo PQ es el intervalo de tiempo desde el inicio de la despolarización
auricular hasta el inicio de la despolarización ventricular. En consecuencia,
el intervalo PQ refleja el tiempo requerido para que el impulso eléctrico se
propague desde el nodo SA a los ventŕıculos.

El intervalo QT representa el tiempo desde el inicio de la despolarización
ventricular hasta la finalización de la repolarización ventricular. Este inter-
valo normalmente vaŕıa con la frecuencia card́ıaca y se acorta a frecuencias
más rápidas.

3.4. Bases fisiológicas del ECG

Con cada latido, el corazón empuja la sangre a través de las arterias y venas del
cuerpo, entregando ox́ıgeno y nutrientes a los órganos y músculos. Sus contrac-
ciones ŕıtmicas están controladas por marcapasos naturales SA y AV, estos dos
nodos secuencian la acción de bombeo de las cavidades auriculares y ventricula-
res del corazón. Un latido card́ıaco es una serie bastante complicada de eventos
eléctricos, que implican la despolarización y la repolarización de las fibras mus-
culares, desencadenando la contracción, primero en las auŕıculas y luego en los
ventŕıculos. La forma de onda eléctrica se propaga por todo el cuerpo y se puede
recoger colocando electrodos en el pecho o en los brazos y las piernas [54].
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4. Metodoloǵıa

A continuación se describen las caracteŕısticas de tres grupos de estudio que se
analizarán en esta investigación.

4.1. Grupo I: Jóvenes saludables

Este estudio consiste de ciento veinticinco participantes (n = 125) de Pachuca
de Soto, Hidalgo, México y sus alrededores. El reclutamiento se realizó con es-
tudiantes de la carrera de psicoloǵıa de la Universidad Autónoma del Estado de
Hidalgo, para sujetos jóvenes sanos, con edades comprendidas entre los 18 y los
28 años, por lo que la media de edad de este grupo fue de 19.2 años (SD = 1.6).
Se excluyeron algunos registros de electrocardiograma (ECG), con la finalidad de
mantener una buena calidad de la relación señal/ruido, por lo cual se consideró
una muestra de 51 participantes, sin embargo un 10 % de dicha muestra fue eli-
minada por no cumplir con los criterios de limpieza, por lo que la muestra final
estuvo formada por 46 jóvenes participantes, donde el 33 % eran mujeres y el 57 %
hombres.

Las grabaciones de las señales de ECG se realizaron utilizando el equipo Pro-
Comp Infiniti1, que es un codificador multimodal de ocho canales, dos de estos
canales tienen una frecuencia de muestreo de 2048 Hz [55]. Este dispositivo cuen-
ta con sensores (electrodos) no invasivos, para medir temperatura, sudoración,
tensión muscular, respiración, electrocardiograma y electroencefalograma.

En esta investigación se recopilaron datos de electrocardiograma (ECG). En
el caso de los registros de ECG, los sensores actúan detectando, amplificando y
filtrando la pequeña tensión eléctrica que genera el músculo card́ıaco cuando se
contrae, de modo que posteriormente el codificador convierte la señal eléctrica
capturada en una señal digital que será procesada, registrada y mostrada en el
monitor de la computadora. La señal es medida en milivoltios mV.

En este estudio, los electrodos se colocaron en base a Shafer, F., & Venner, J.
[56]: el electrodo de tierra se colocó a la altura de la clav́ıcula izquierda, mientras
que los electrodos positivo y negativo se colocaron en el segundo espacio intercos-
tal izquierdo y derecho respectivamente. La disposición de los electrodos de ECG
favorece al software y a los algoritmos la detección rápida del pico R, acelerando
el análisis computarizado de la señal [57].

1Para obtener más detalles, vaya a este enlace: http://thoughttechnology.com/index.php/
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Es importante señalar que el protocolo de experimentación se realizó fuera de
un hospital, bajo condiciones adaptadas al espacio en el que se tomó el registro.
Se buscó que la colocación de los electrodos se realizara de forma no invasiva, pero
siempre teniendo en cuenta todas las medidas para tener un buen registro de ECG.
Esto es cada vez más común en diferentes protocolos de experimentación [57–60].
El procedimiento utilizado para registrar las señales se basó en la colocación de
electrodos en la forma en la que se describió (aproximadamente 10 minutos),
tiempo durante el cual se presentó el equipo y la aclimatación al espacio f́ısico,
la etapa en la que se realizaron las mediciones se denominó “fase de ĺınea base
(LB)”, y esta etapa constó de 5 minutos.

4.2. Grupo II: Grupo normotenso e hipertenso

El protocolo fue aprobado por el comité de ética e investigación del Hospi-
tal General de Pachuca de Soto, Hidalgo (HGDP), con el número 2018/025. Se
realizó una revisión de los expedientes cĺınicos de personas diagnosticadas con
hipertensión arterial, eligiendo aquellas que presentaban hipertensión esencial
según la Sociedad Mexicana de Hipertensión que sigue la Gúıa Europea [61]. To-
das las personas con presión arterial controlada farmacológicamente (telmisartán
y losartán) se incluyeron en un rango entre 35 y 55 años, excluyendo aquellas
que teńıan enfermedades concomitantes como obesidad, diabetes, enfermedades
card́ıacas o respiratorias. El grupo hipertenso estuvo formado por participantes
con una presión sangúınea media de 136/89 mmHg (SD = 7.78/5.03 mm/Hg)
y una media de edad de 48 años (SD = 6.9), conformado por dos hombres y 6
mujeres (n = 8). El grupo normotenso estuvo formado por voluntarios con una
presión arterial media de 107/73 mmHg (SD = 8.045/4.69 mmHg), sin enferme-
dades reportadas y en el mismo rango de edad que el grupo hipertenso (media
de edad = 45 años, SD = 7.67) . Al principio hab́ıa 8 voluntarios, sin embargo,
según [62–66], un participante fue descartado debido a los valores extremos más
bajos de presión arterial de 92/75 mm/Hg. Es por eso que este último grupo
estuvo conformado por dos hombres y cinco mujeres (n= 7). Todos los partici-
pantes recibieron instrucciones de no consumir bebidas estimulantes o alcohol el
d́ıa anterior a la investigación y fueron citados a las 8 a.m. en el laboratorio de
psicofisioloǵıa. Todos los participantes firmaron la carta de consentimiento infor-
mado para participar en el estudio. La evaluación se inició midiendo la altura y
obteniendo el peso de cada participante, luego se realizó una pausa de 5 minutos
sentado en reposo, luego se midió la presión arterial en el brazo izquierdo. Fi-
nalmente, se registraron 5 minutos de actividad electrocardiográfica mientras los
participantes permanećıan en reposo, en silencio y con los ojos abiertos. Para el
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registro de la actividad card́ıaca se utilizó el equipo ProComp Infinity (Thought
Technology Ltd.), a través del sensor EKG-Flex/Pro. La frecuencia de muestreo
del canal EKG fue de 2048 Hz. Se utilizaron electrodos de Ag/AgCl desechables.
Se usó un filtro medio [67], con una ventana de 2 milisegundos, para limpiar las
señales. Se utilizó un esfigmomanómetro digital Omron Hem-7320 para medir la
presión arterial, siguiendo la pauta internacional [68].

4.3. Grupo III: Participantes temerosos a las arañas

Este grupo de estudio está formado por 57 sujetos, con edades comprendidas
entre los 18 y los 40 años. Las señales biológicas fueron recolectadas en la Univer-
sidad de Saarland (Alemania) desde julio de 2017 hasta julio de 2018. Todos los
sujetos vieron una serie de videoclips de arañas. Cada sesión comenzó con un clip
de demostración de 1 minuto, seguido de 16 clips de video de arañas de 1 minuto,
todos extráıdos de documentales de televisión que mostraban tomas de arañas
detalladas, y terminaron con una fase de descanso de 5 minutos. Los dieciséis
clips de arañas se dividieron en dos grupos: clips 1-8 y clips 9-16. El orden de los
clips dentro de cada grupo fue aleatorio. Se utilizó el dispositivo portátil de me-
dición de bioseñales BITalino (PLUX - Wireless Biosignals SA, Lisboa, Portugal)
con la frecuencia de muestreo establecida en 100 Hz por canal con resolución de
10 bits. Para obtener más detalles, consulte [69–71]
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5. Modelo matemático card́ıaco

En este caṕıtulo se presenta un modelo que representa la señal de ECG. Primero
se muestra el modelo en el que el orden de la derivada es entero, y luego el modelo
en el que el orden es fraccional.

5.1. El modelo de orden entero

Todos los ritmos card́ıacos están gobernados por potenciales de acción con-
trolados por células con la capacidad de disparar espontáneamente un impulso
eléctrico. El nódulo sinusal (sinoauricular o nódulo SA) consiste en una masa de
células marcapasos que se encuentran en la parte superior de la auŕıcula derecha.
Después de la activación de las auŕıculas derecha e izquierda, el impulso es reci-
bido y retardado por el nodo auriculoventricular (nodo AV) que se encuentra en
el ĺımite entre las auŕıculas y los ventŕıculos. Este retraso en el impulso eléctri-
co permite que la contracción auricular aumente el volumen de sangre en los
ventŕıculos antes de que se produzca la contracción ventricular. La propagación
desde el nódulo AV a los ventŕıculos es proporcionada por un sistema de con-
ducción especializado, que está formado por un haz común, llamado haz de His.
Luego, la v́ıa se divide en haces de conducción rápida con ramificaciones hacia
ambos ventŕıculos, y los haces se ramifican en las llamadas fibras de Purkinje.

El ritmo card́ıaco normal es generado principalmente por el nodo SA, que se
considera el marcapasos normal. Además, el nodo AV es otro marcapasos. Cada
uno de ellos presenta un potencial de rendimiento fundamental para la dinámica
del corazón, pero no necesariamente el más expresivo para componer la señal de
ECG. Cada activación (despolarización seguida de repolarización) corresponde
a una región diferente del corazón y, como consecuencia, genera corrientes de
diferente magnitud. Por tanto, la combinación de ondas de activación de cada
región del corazón es responsable de la forma del ECG y algunas de estas señales
pueden ser predominantes en esta composición, como las ondas que se originan en
la auŕıcula y el ventŕıculo. Por otro lado, como estas regiones siguen de cerca la
activación de los nódulos SA y AV, su firma en la señal del ECG es representativa
de las señales del marcapasos y es posible asociar estas señales con la auŕıcula y
el ventŕıculo, respectivamente [3].

Teniendo en cuenta lo anterior, se espera que los osciladores acoplados re-
presenten la señal de una región card́ıaca diferente. Si solo se consideraran dos
osciladores acoplados asociados con el nodo SA y AV respectivamente, entonces
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la onda P podŕıa reproducirse, lo que refleja la despolarización secuencial de las
auŕıculas derecha e izquierda. Pero esto no seŕıa suficiente para reproducir la señal
del ECG, por lo que seŕıa necesario considerar la onda que refleja la despolari-
zación de los ventŕıculos derecho e izquierdo. Por tanto, se incorpora un tercer
oscilador para reproducir la onda del complejo QRS. Este último oscilador repre-
senta fisiológicamente el complejo His-Purkinje, compuesto por el haz de His y
las fibras de Purkinje.

El modelo considerado en este caṕıtulo sigue la propuesta de Ferreira, B. B.,
Savi, M. A., & de Paula, A. S. [4]. Este modelo comprende tres osciladores acopla-
dos, cada uno de los cuales manifiesta la señal de una región card́ıaca diferente. El
primer oscilador representa el nodo SA, el segundo oscilador representa el nodo
AV y el tercer oscilador representa el sistema His-Purkinje. La Figura 12 presenta
el modelo conceptual de dicho sistema card́ıaco, donde se incorporan los acopla-
mientos entre los osciladores. Además, excitaciones externas son incorporadas
al sistema, considerando un término de conducción periódico en cada oscilador
(FSA(t), FAV (t) y FHP (t)).

Este modelo conceptual se puede representar mediante el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales:

ẋ1 = x2

ẋ2 = FSA(t)− aSAx2(x1 − νSA1)(x1 − νSA2)

− x1(x1 + dSA)(x1 + eSA)

dSAeSA
− kAV−SA(x1 − xτAV −SA

3 )− kHP−SA(x1 − xτHP−SA

5 )

ẋ3 = x4

ẋ4 = FAV (t)− aAV x4(x3 − νAV1)(x3 − νAV2)

− x3(x3 + dAV )(x3 + eAV )

dAV eAV
− kSA−AV (x3 − xτSA−AV

1 )− kHP−AV (x3 − xτHP−AV

5 )

ẋ5 = x6

ẋ6 = FHP (t)− aHPx6(x5 − νHP1)(x5 − νHP2)

− x5(x5 + dHP )(x5 + eHP )

dHP eHP
− kSA−HP (x5 − xτSA−HP

1 )− kAV−HP (x5 − xτAV −HP

3 ),

(34)

donde x1, x3 y x5 corresponden a la amplitud de la señal eléctrica card́ıaca, la cual



5 MODELO MATEMÁTICO CARDÍACO 39

está asociada con los potenciales de acción card́ıaca [48]; FSA(t) = ρSA sin(ωSAt),
FAV (t) = ρAV sin(ωAV t) y FHP (t) = ρHP sin(ωHP t) son términos de forzamiento
externo. Los términos aSA, aAV , aHP , νSA1 , νAV1 , νHP1 , νSA2 , νAV2 , νHP2 , dSA,
dAV , dHP , eSA, eAV , eHP son parámetros del sistema; kAV−SA, kHP−SA, kSA−AV ,
kAV−HP son constantes de acoplamiento.

Los parámetros aSA, aAV , aHP están asociados con el cambio de la forma del
pulso, lo que da como resultado el cambio del tiempo refractario. Los términos
aSAx2(x1−νSA1)(x1−νSA2), aAV x4(x3−νAV1)(x3−νAV2) y aHPx6(x5−νHP1)(x5−
νHP2) nos permiten manipular la frecuencia de los osciladores usando el cambio
en el valor del potencial de reposo (la diferencia de voltaje a través del membrana
plasmática de una célula que no env́ıa señales eléctricas).

Prestando atención al primer oscilador, al variar los valores de los parámetros
νSA1 y νSA2 , se está disminuyendo y aumentando el valor del potencial de reposo
y de esta forma se reduce o aumenta la frecuencia de generación de potenciales
de acción. La interpretación fisiológica de los parámetros νAV1 y νAV2 ; νHP1 y νHP2

es similar.

Los cambios en los parámetros eSA, eAV , eHP generan un cambio en el peŕıodo
de despolarización. Un aumento de estos valores hace que los intervalos entre
los potenciales de acción se acorten. Cuando eSA y dSA son de signo opuesto, el
espacio de fase del sistema adquiere la misma estructura que la de un oscilador
Duffing estándar [2]. El mismo comportamiento ocurre cuando se presta atención
a los términos eAV y dAV , y también a los términos eHP y dHP .

Con xτi , i = 1, 3, 5 se denotarán a los términos de la forma xi(t − τ), donde
i = 1, 3, 5; τ representa el tiempo necesario para la transmisión de señales entre
las diferentes regiones del corazón, por lo que τ se denomina tiempo de retardo.

La señal de ECG se obtendrá mediante la siguiente combinación lineal de las
señales de cada oscilador:

X = ECG = β0 + β1x1 + β2x3 + β3x5. (35)

Ánalogamente se define:

Ẋ =
d(ECG)

dt
= β1x2 + β2x4 + β3x6. (36)

Para describir matemáticamente el comportamiento de un corazón sano, se
asumió un acoplamiento unidireccional del nodo SA a AV y también del nodo AV
al complejo HP (ver Figura 13).
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Figura 12: Modelo conceptual general. Nodo sinoauricular (nodo SA), nodo au-
riculoventricular (nodo AV). El sistema His-Purkinje está compuesto por célu-
las especializadas responsables de la activación sincrónica de los ventŕıculos. Los
términos de acoplamiento y forzamiento se han incorporado a este modelo general.

Figura 13: Modelo conceptual general del ECG normal. Nodo sinoauricular (no-
do SA), nodo auriculoventricular (nodo AV). El sistema His-Purkinje está com-
puesto por células especializadas responsables de la activación sincrónica de los
ventŕıculos. Como se puede ver, en este modelo se ha incorporado el acoplamiento
unidireccional.
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5.2. El modelo de orden fraccional

Das, S., & Maharatna, K. [72] propusieron un modelo de orden fraccional, basándo-
se en un modelo de dos osciladores de van der Pol idénticos donde las derivadas
consideradas en dicho modelo son ordinarias. A partir de esta idea se propone una
extensión del modelo de orden entero presentado en la sección 5.1, se reemplazó
el orden entero de la derivada de cada ecuación en (34) por un orden fraccional α,
0 < α 6 1 (tenga en cuenta que cuando α = 1 se recupera el modelo entero). Este
modelo está representado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

dα1x1

dtα1
= x2

dα2x2

dtα2
= FSA(t)− aSAx2(x1 − νSA1)(x1 − νSA2)

− x1(x1 + dSA)(x1 + eSA)

dSAeSA
− kAV−SA(x1 − xτAV −SA

3 )− kHP−SA(x1 − xτHP−SA

5 )

dα3x3

dtα3
= x4

dα4x4

dtα4
= FAV (t)− aAV x4(x3 − νAV1)(x3 − νAV2)

− x3(x3 + dAV )(x3 + eAV )

dAV eAV
− kSA−AV (x3 − xτSA−AV

1 )− kHP−AV (x3 − xτHP−AV

5 )

dα5x5

dtα5
= x6

dα6x6

dtα6
= FHP (t)− aHPx6(x5 − νHP1)(x5 − νHP2)

− x5(x5 + dHP )(x5 + eHP )

dHP eHP
− kSA−HP (x5 − xτSA−HP

1 )− kAV−HP (x5 − xτAV −HP

3 ),

(37)

donde 0 < αi 6 1, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Una de las caracteŕısticas más universales que describen el comportamiento de
los sistemas de osciladores que interactúan, es la sincronización. Esta se manifiesta
como un ajuste de ritmos debido a una interacción entre dos o más osciladores, y
no requiere necesariamente una coincidencia temporal completa de señales. Para
proporcionar la interacción en los sistemas, se debe establecer un acoplamiento
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adecuado entre los osciladores o los nodos del marcapasos [48]. En virtud de lo
anterior radica la importancia de la incorporación de los términos de retardo,
puesto que sino se incorporaran dichos términos de retardo, entonces se experi-
mentaŕıa una de-sincronización, debido a que se perdeŕıa información de la señal
proveniente de alguno de los nodos, ya que el primer nodo señalado en el sub́ındice
de cada término de acoplamiento indica la variable de posición asociada al nodo
que tendrá el retardo.

5.3. Simulaciones numéricas

A continuación se presentan simulaciones numéricas del modelo propuesto, dichas
simulaciones han sido generadas mediante el uso de MATLAB R2016a (9.0.1)
[73], y estas muestran que el modelo manifiesta concordancia cuantitativa con las
señales de ECG experimentales de jóvenes y adultos, hipertensos y participantes
que manifiestan miedo.

Para aproximar las soluciones al sistema descrito en (37) bajo las condiciones
de acoplamiento indicadas, se requirió extender el método descrito en la sección
2.4 a seis dimensiones. En todas las simulaciones se tomó el valor de h en dicho
método igual a 0.004, además en todos los casos se consideraron los siguientes
parámetros [4]: aSA = 3, aAV =3, aHP = 7, νSA1 = 1, νAV1 =0.5, νHP1 =1.65,
νSA2 =-1.9, νAV2 =-0.5, νHP2 =-2, dSA =1.9, dAV = 4, dHP = 7, eSA =0.55,
eAV =0.67, eHP =0.67, kSA−AV =3, kAV−HP =55.

Para la presentación de los resultados, se seleccionaron los registros de control
del participante 121 (joven) y los registros del participante 10 (adulto). En el caso
del grupo de estudio de quienes manifiestan miedo a las arañas, se seleccionaron
los registros de participante 61 y participante 63. Finalmente, en el caso del grupo
de estudio hipertenso, se seleccionaron los registros del participante 8.

En [14] trabajaron con un modelo denominado CSOH (coconut yield-squirrel-
barn owl-squirrel hunter), mediante el cual se compararon los resultados compu-
tacionales obtenidos mediante el método Predictor-Corrector (PECE) descrito en
la sección 2.4, considerando el caso en el que el tiempo de retardo τ = 0, y en el que
el tiempo de retardo τ =0.1. Vajrapatkul, A., Sirisubtawee, S., & Koonprasert, S.
[14] indicaron que la no imposición del tiempo de retardo en el sistema pospone el
tiempo de alcance de los puntos de equilibrio. Esta investigación también muestra
la relevancia del ajuste de parámetros tanto de los parámetros involucrados en el
modelo CSOH, tanto como de los parámetros del método PECE.
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Parámetros
Participante de Control

(Jóven)
Participante de Control

(adulto)
τSA−AV 1.2 1.4
τAV−HP 1 1.2
α1 0.99 1
α2 1 0.99
α3 0.99 1
α4 1 0.99
α5 0.99 1
α6 1 0.99

Tabla 1: Parámetros del sistema card́ıaco asociados con el ritmo de un corazón
normal, τSA−AV y τAV−HP parecen ser más altos en el modelo para el caso del
participante adulto, lo que podŕıa estar reflejando un tiempo de transmisión más
largo entre los osciladores en este grupo de edad [25, 74–76].

Parámetros
Primer Participante

(temeroso a las arañas)
Segundo Participante
(miedo a las arañas)

Participante
Hipertenso

τSA−AV 1.6 1.6 1.2
τAV−HP 1.2 1.2 1
α1 1 1 0.92
α2 0.92 0.94 0.92
α3 1 1 1
α4 0.92 0.94 1
α5 1 1 1
α6 0.92 0.94 1

Tabla 2: Parámetros del sistema card́ıaco asociados con una condición desfavora-
ble o patológica. Los valores de retardo del participante hipertenso son idénticos
a los del participante de control (joven), sin embargo existen diferencias impor-
tantes en el orden fraccional de los osciladores.

Basados en el análisis de la investigación anteriormente mencionada, se con-
sideraron casos en los que no se impuso el tiempo de retardo, sin embargo el
ajuste de parámetros no fue exitoso, ya que tal como lo refiere [1] en su modelo
de generación de formas de onda de ECG, el tiempo de retardo τ en adición con
un parámetro de tiempo de filtrado, en conjunto con otros parámetros, logran
dar una mejor forma de onda. Es por ello que la elección de los parámetros se
realizó teniendo en cuenta las condiciones experimentales existentes, con el obje-
tivo de comprender los ritmos card́ıacos desde un punto de vista dinámico. Los
parámetros asociados con los tiempos de retardo y con el orden de la derivada
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fraccional de cada ecuación para cada participante se indican en la Tabla 1 y en
la Tabla 2. Además, se seleccionaron los valores de las constantes indicadas en
(35) y (36) para manipular la amplitud de la señal ECG y de d(ECG)

dt
. Los valores

de estas constantes para cada uno de los participantes se seleccionaron de modo
que las amplitudes de las señales simuladas en cada caso fueran lo más cercanas
posible a la amplitud de las señales experimentales, y estos valores se indican en
la Tabla 3. Cabe señalar que estos parámetros, aśı como el valor de h al que se
hace referencia en la sección 2.4, se seleccionaron considerando el mejor ajuste a
los datos experimentales, es decir, se eligieron de manera que el error cuadrático
medio MSE (un estimador que mide el promedio de los errores al cuadrado) entre
las simulaciones y los datos experimentales fuera mı́nimo.

β0 β1 β2 β3

Participante de Control
(joven)

0.4 mV 0.024 mV 0.04 mV 0.12 mV

Participante de Control
(adulto)

0.2 mV 0.012 mV 0.02 mV 0.06 mV

Primer Participante
(temeroso a las arañas)

0.7 mV 0.042 mV 0.07 mV 0.21 mV

Segundo Participante
(temeroso a las arañas)

0.55 mV 0.033 mV 0.055 mV 0.165 mV

Participante
Hipertenso

0.5 mV 0.03 mV 0.05 mV 0.15 mV

Tabla 3: Valores de las constantes indicadas en (35) y (36).

La Figura 14 a) muestra una comparación entre el ECG real de un partici-
pante joven y la simulación. La Figura 14 b) muestra una comparación entre el
ECG real de un participante adulto y la simulación. La Figura 14 muestra que
las simulaciones capturan las caracteŕısticas generales de un ECG normal, pre-
sentando las ondas más importantes: P, complejo QRS y T. Además, en la Figura
14 se puede distinguir una notable diferencia entre las amplitudes de onda entre
las señales de ECG de estos participantes. La amplitud de onda del participante
joven es mayor que la amplitud de onda del participante adulto. Por otro lado,
note que en el caso de los ritmos card́ıacos asociados a un corazón normal, los
valores de αi son muy cercanos a 1, además cada oscilador presenta dinámica
fraccional (Tabla 1).

La Figura 15 a) y b) muestra una comparación entre el ECG real de los partici-
pantes que expresan miedo y la simulación, la Figura 15 c) muestra una compara-
ción entre el ECG real de un participante hipertenso y la simulación. Mediante el
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análisis visual proporcionado por la Figura 15 a) y b) se puede distinguir que las
amplitudes de onda entre la señal de ECG del primer participante son mayores
que la señal del segundo. En la Figura 15 se puede ver que la señal del partici-
pante hipertenso muestra que se realizaron más ciclos card́ıacos que en el caso de
las señales de los participantes temerosos de las arañas. Además, en la Figura 15
se observan diferencias en las amplitudes de onda de estos participantes y estas
diferencias pueden ser confirmadas mediante la Tabla 4.
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Figura 14: Comparación entre ECG real (ĺınea azul) y ECG simulado (ĺınea roja):
a) joven; b) adulto. El ECG de un participante joven (a) tiene mayor amplitud que
el de un adulto (b). Los ritmos asociados con un corazón normal tienen órdenes
fraccionales cercanos a 1.

La Tabla 2 muestra que en el caso de las simulaciones asociadas a los registros de
los participantes que manifiestan miedo, cada oscilador tiene dinámica fraccional,
mientras que en el caso de la simulación asociada al participante hipertenso,
solo el primer oscilador adopta dinámica fraccional. Esto puede tener relevancia
fisiológica si consideramos que la hipertensión es, por un lado, un factor de riesgo
de enfermedades cardiovasculares y, por otro, una manifestación de la circulación
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Figura 15: Comparación entre ECG real (ĺınea azul) y ECG simulado (ĺınea roja):
a) un participante que le teme a las arañas; b) segundo participante temeroso a las
arañas; c) participante con hipertensión. En el caso de los individuos temerosos de
las arañas (a y b), se incorporó dinámica fraccional en cada oscilador. En contraste
con el participante hipertenso (c) en el que se manifiestan cambios fraccionales
solo en el primer oscilador, el cual representa el nodo SA.
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Datos reales Datos simulados
Participante de Control

(joven)
-0.5460 mV

to 0.6510 mV
-0.2100 mV

to 0.6124 mV
Participante de Control

(adulto)
-0.2129 mV

to 0.3147 mV
-0.1120 mV

to 0.3147 mV
Primer Participante

(temeroso a las arañas)
-0.6914 mV

to 1.3330 mV
-0.3685 mV

to 1.0943 mV
Segundo Participante

(temeroso a las arañas)
-0.5977 mV

to 0.7207 mV
-0.2669 mV

to 0.7834 mV
Participante
Hipertenso

-0.3754 mV
to 0.8165 mV

-0.2625 mV
to 0.8061 mV

Tabla 4: Rango de amplitud de los picos del ECG. El extremo superior del rango
de amplitud indica el pico R máximo, mientras que el extremo inferior del rango
de amplitud indica el pico S mı́nimo. Los datos simulados indicados en esta Tabla
se obtuvieron del modelo de orden fraccional.

hipercinética que está directamente orquestada por el nodo SA, en interacción con
el sistema nervioso autónomo [77], y que eventualmente conduce a la hipertrofia
del músculo card́ıaco [78].

Las Figuras 16 y 17 proporcionan un análisis visual de las señales de ECG a
partir de datos simulados (obtenidos de modelos de orden entero y fraccional)
y de datos reales. La Figura 16 b) muestra que el ECG obtenido del modelo de
orden entero y el ECG obtenido del modelo de orden fraccional son similares,
por lo que en el análisis visual parecen coincidir. Mientras que en la Figura 16
a) se puede hacer una distinción entre las simulaciones, la Figura 17 c) muestra
que el ECG obtenido del modelo de orden entero y el ECG obtenido del modelo
de orden fraccional muestran mayores diferencias entre ellos. Además de forma
complementaria, se añadió a este estudio un análisis cuantitativo que se muestra
en la Tabla 5.

Para cuantificar una mayor precisión del modelo de orden fraccional sobre el
modelo de orden entero, se realizó un análisis cuantitativo. La Tabla 5 muestra
el error cuadrático medio (MSE) tomando como valores estimados los datos del
modelo de orden entero y también los del modelo de orden fraccional. Se puede
observar que en todos los casos, el MSE asociado con los datos simulados de orden
fraccional es menor que el MSE asociado con los datos de orden entero. Lo que
indica que el modelo de orden fraccional proporciona una mejor aproximación a
los datos experimentales.

Adicionalmente, se halló el rango de voltaje del complejo QRS (distancia ver-
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Figura 16: Comparación entre ECG experimental (ĺınea azul), ECG modelado de
orden fraccional (ĺınea magenta) y ECG modelado de orden entero (ĺınea roja): a)
joven; b) adulto. Se puede ver en a) que los datos generados a partir del modelo
de orden fraccional tienen más similitud a los datos experimentales, a diferencia
de los datos generados a partir del modelo de orden entero.
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Figura 17: Comparación entre ECG experimental (ĺınea azul), ECG modelado de
orden fraccionario (ĺınea magenta) y ECG modelado de orden entero (ĺınea roja):
a) un participante que teme a las arañas; b) segundo participante que teme a las
arañas; c) participante con hipertensión. Se puede ver en todos los casos que los
datos generados a partir del modelo de orden fraccional tienen más similitud a
los datos experimentales, que los datos generados a partir del modelo de orden
entero.
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MSE entre los datos
del modelo de
orden entero

y los datos reales

MSE entre los datos
del modelo de

orden fraccional
y los datos reales

Participante de Control
(joven)

0.0595 0.0590

Participante de Control
(adulto)

0.0139 0.0138

Primer Participante
(temeroso a las arañas)

0.1899 0.1824

Segundo Participante
(temeroso a las arañas)

0.0991 0.0963

Participante
Hipertenso

0.1293 0.0876

Tabla 5: Error cuadrático medio (MSE) obtenido a partir de los datos simulados
y los datos reales.

tical desde el pico más negativo al pico más positivo del complejo QRS [79]). El
análisis cuantitativo de los rangos de amplitud de los picos de ECG de las señales
experimentales aśı como las simuladas se muestran en la Tabla 4 y en la Tabla 6.
Además aśı como se observa en la Figura 14 y la Figura 15, la Tabla 6 muestra
que se logró una mejor aproximación a las amplitudes de los picos R, debido a
que la diferencia entre los picos R es menor en todos los casos, en comparación
con la diferencia entre los picos S mı́nimos.

Una forma de observar el comportamiento del ECG es a través del espacio
de fase. A partir de la información proporcionada por el modelo y mediante la
señal descrita en (35) y (36), fue posible construir proyecciones de espacio de fase
bidimensionales. La Figura 18 presenta los planos de fase asociados con el ECG
de cada participante. Estas proyecciones muestran un comportamiento regular
caracterizado por curvas cerradas. Esta caracteŕıstica regular se puede estudiar
estimando los exponentes de Lyapunov. Ferreira, B. B., Savi, M. A., & de Paula,
A. S. [4] reportan un ECG que no presenta una secuencia de picos repetidos,
lo que caracteriza una respuesta no periódica. También indican que el espacio
de fase asociado a dicho ECG presenta un aspecto irregular caracterizado por
divergencia local de órbitas cercanas.

Es importante señalar que en este estudio, las proyecciones de retrato de fase no
se hicieron a partir de los datos experimentales, ya que esto requeriŕıa un análisis
de caos. Y para ello, el sistema dinámico tendŕıa que reconstruirse a partir de
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Diferencia entre
los picos S mı́nimos
de los datos reales

y de los datos simulados.

Differencia entre los
picos máximos R
de los datos reales

y los datos simulados
Participante de Control

(joven)
0.3360 mV 0.0386 mV

Participante de Control
(adulto)

0.1009 mV 0 mV

Primer Participante
(temeroso a las arañas)

0.3229 mV 0.2387 mV

Segundo Participante
(temeroso a las arañas)

0.3308 mV 0.0627 mV

Participante
Hipertenso

0.1129 mV 0.0104 mV

Tabla 6: Diferencia entre los picos extremos de ECG de los datos simulados y
los datos reales. Los datos simulados indicados en esta Tabla se obtuvieron del
modelo de orden fraccional.

una única serie de tiempo, como lo indica el teorema de Takens [80].

El potencial de acción card́ıaco es un breve cambio de voltaje (potencial de
membrana) a través de la membrana celular de las células card́ıacas [81]. Los
potenciales de acción vaŕıan dentro del corazón; tal como se discutió en la sección
3.1, esto se debe a la presencia de diferentes canales iónicos en diferentes células.
Investigaciones como [82] y [83] informan que los potenciales de acción de una
cámara card́ıaca presentan caracteŕısticas de caos. En la presente investigación,
se han construido planos fase a partir de la información de las diversas señales
provenientes de tres regiones del corazón que se han indicado anteriormente.

La variabilidad de la frecuencia card́ıaca o VFC es el fenómeno fisiológico de
la variación en el intervalo de tiempo entre latidos card́ıacos consecutivos en
milisegundos [84], en Otero-Siliceo, E., & Arriada-Mendicoa, N. [85] se indica
que al analizar matemáticamente la variabilidad de la frecuencia card́ıaca, la
conclusión es que estas frecuencias son caóticas, complicadas e impredecibles. Esto
puede ser de interés para un estudio futuro, si se deseara partir de un análisis de
variabilidad de frecuencia card́ıaca (HRV análisis).
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Figura 18: Proyección de espacio fase relacionada con: a) ECG de control (par-
ticipante joven); b) ECG de control (participante adulto); c) primer participante
temeroso de las arañas; d) segundo participante temeroso de las arañas; e) parti-
cipante hipertenso.
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Conclusión

En esta investigación, se propone un sistema de seis ecuaciones diferenciales con
retardo de orden fraccional (FDDEs) para describir algunos ritmos card́ıacos. La
incorporación de dinámica fraccional en las ecuaciones diferenciales con retardo
(DDE), aśı como las diferentes combinaciones del orden fraccional conducen a la
aparición de varias formas de onda similares a los electrocardiogramas normales
y patológicos.

Como se mencionó en esta investigación, el modelo de orden fraccional tiene
su propio significado f́ısico y fisiológico, lo que permitió describir el comporta-
miento del corazón más de cerca. Asimismo, se observó que la manipulación de
los tiempos de retardo del nodo SA-AV y del nodo AV-HP en el segundo y tercer
oscilador de (37), aśı como el orden de la derivada de cada oscilador (Tabla 1
y Tabla 2) y los parámetros que acompañan a la combinación lineal de dichos
osciladores (Tabla 3), son relevantes para poder capturar diversas morfoloǵıas de
onda.

Analizando en detalle el ciclo card́ıaco, se observa que las simulaciones de con-
trol presentan tres ondas básicas: onda P, complejo QRS y onda T. Además, la
amplitud de las ondas entre los controles jóvenes y los adultos es notablemente
diferente, esto se puede observar mediante el análisis visual ofrecido en la Figura
14 y mediante el análisis cuantitativo del rango de amplitud de los picos de ECG
que se muestran en Tabla 4.

Por otro lado, se observó que la amplitud de las ondas del primer participante
temeroso a las arañas es mayor que la del segundo participante temeroso a las
arañas (Figura 15 y Tabla 4). Según Doi, Y., Yoshida, T., Hiroki, T.,& Arakawa,
K. [86], el mecanismo más apropiado para explicar la reducción de la amplitud
de la onda R en su estudio del estrés mental, parece ser una mayor contractilidad
del miocardio y un aumento del gasto card́ıaco, lo que reduciŕıa el volumen de la
frecuencia card́ıaca y la amplitud de la onda R disminuiŕıa por el efecto Brody o
la hipótesis de Battler, es decir, una mayor distancia entre el corazón y la pared
anterior del tórax.

Se observó que el cálculo fraccional es más sensible a los cambios en la dinámica
card́ıaca, incluso sin que se manifieste ninguna enfermedad card́ıaca. El alcance
futuro de esta investigación puede estar dirigido a desarrollar una mejor compren-
sión de como las condiciones en el corazón humano evolucionan dinámicamente
con el tiempo reflejando varios aspectos cĺınicos.
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