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@ é’h Contenido del programa

=

o Unidad | Conocer los fundamentos de los numeros
complejos para diseno de sistemas de control mediante
ejercicios para los casos mas comunes de aplicacion.

o 1.- NUmeros complejos
o 1.1. Funciones holomorfa
o 1.2. Series de potencias

o 1.3. Integracidn sobre caminos. El teorema de Caushy
Goursat

¢ 1.4. Indice y teorema general de Caushy
o 1.5. Calculo de residuos y aplicaciones




Contenido del programa

o Unidad I'l Utilizar el método de Laplace para el analisis
de funciones en el plano complejo mediante el
desarrollo de modelos aplicados a sistemas de control
continuo.

¢ 2. Transformada de Laplace

¢ 2.1. Solucion de ecuaciones diferenciales
¢ 2.2. Aplicaciones a la Ingenieria

¢ 2.3. Funciones de transferencia

¢ 2.4. Respuesta de frecuencia

¢ 2.5. Software para matematicas
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Contenido del programa

Utilizar el método de la transformada Z

para el analisis y desarrollo de sistemas de control
digital.
o 3. Transformada Z

¢ 3.1.
¢ 3.2.
¢ 3.3.

Definicion de la transformada Z unilateral

Propledades de la causal

Relacion entre la transformada Z unilateral y la

transformada de Laplace
+ 3.4. Aproximacion de integrales con sumas finitas
¢ 3.5. Integrales de Riemann
+ 3.6. Software para matematicas



~ Valores de la UAEH

e ' o CAPITULO Il

# De sus principios fundamentales

¢ Articulo 5. Son normas permanentes en el quehacer de la
Universidad los principios de libertad de catedra,
investigacion y libre manifestacion de las ideas, en un
marco permanente de respeto a la pluralidad de pensamiento
y a la tolerancia que deben guardarse entre si los miembros
de la comunidad universitaria, la tutela de los derechos
humanos, la observancia de la equidad de género y el
fomento de los valores de respeto, honestidad,
transparencia, lealtad y responsabilidad, con especial
atencion a la prevencion de adicciones y de distribucion y
consumo de estupefacientes.



Unidad |

¢ Objetivo. Conocer los fundamentos de los
numeros complejos para disefio de sistemas de
control mediante ejercicios para los casos mas
comunes de aplicacion.

¢ Competencias:  Comunicacion, Formacion,
Pensamiento Critico, Creatividad, Liderazgo
Colaborativo, Ciudadania, Uso de la Tecnologia.



PN IAS ‘,..¢C’ mo surgen Ios

A finales del
siglo XV

El matematico
| Francés Nicolas
Chuquet,
considero las
raices de
| nUumeros
| negativos

- (Tal solucién es
imposible)

Leibniz (1646-
1716) factorizo
la expresion
x* + a*
afirmando que
los nimeros
imaginarios son
una serie de
seres anfibios

-

»

Abraham de
Moivre (1667-
1754) planted
algoritmos y
procesos para
calcular
potencias y
raices de los
ndmeros
complejos

Leonhard Euler
usoé el simbolo
para la unidad

imaginaria y
establecio que
iZ=-1

>

El frances Jean
D’Alembert
(1717-1783),

demostro que el

conjunto de los
NAmMeros
complejos es
cerrado para
las operaciones
algebraicas.

Jean Robert
Argand y Carl
Friedrich Gauss
considero a los
ndmeros
complejos en la
forma

a + bi

numeros complejos

Augustin Louis
Cauchy (1789-
1857) desarrollo
la teoria de las
funciones de
variable
compleja
William
Hamilton
(1805-1865)
interpreto la
accion de
nameros
complejo.




o "“"ﬁ 7En que se aplican los nimeros
5 complejos?

v Los numeros complejos se han convertido
en una ayuda para solucionar problemas de
navegacion, electronica, astronomia, y en la
solucion de sistemas dinamicos.

||||||||||||||




Numeros complejos

+ Conociendo a los complejos:

La variable compleja es una rama central de las
matematicas teoricas y aplicadas. Es tambien fuente de dos
ramas muy importantes en la actualidad: la geometria no
euclidiana y los sistemas dinamicos

o Definicion:
El conjunto de los nUmeros complejos, denotado por C,
consiste en todos los numeros de la forma a + ib, en
donde a, b € R.

Es Importante destacar que existe una correspondencia
biunivoca de € con R?*mediante la asociacion

x+iy - (x,y)




® 4 Operaciones fundamentales de
ﬁ los comple]os

| Lasuma e (2+3i))+(4-5)=2+4)+@B-5)i=6-2i

i w

e I
- - e (2+3)-(4-5)=2—-4)+ (B+5)i=

La diferencia |.=°,") .,

4

-
y

El producto - 2 +3i) « (4 - 5i)=23+2i

-

L El cociente

(2+31) (4+51) —7+22i
(4 51) (4+51) 41




} Modulo y Argumento de
= numeros complejos

Modulo y argumento del nimero complejo a +bi es de la
siguiente forma:

d Médulo  p = Va2 + b2

A (a, b)

1)

b
d Argumento tanw = -

d El argumento es igual a w



ﬁéﬁ Forma trigonométrica y exponencial
=

de los nUmeros complejos

» Forma trigonométrica o factorial

a_

»Forma

- bi = p(cosw

exponencial

[ Sin w)

p(cosw + isinw) = pe®"



Me preparo

Efectiense las operaciones indicadas en Tos problemas 1 a 24.

1:
3:

10:
11:
12:
13:
16:
17:
19:
4 8-
23:

(3 + 2i) + (5 + 3i)
(2 — 31) + (1 + 2i)

(4 +1) - (1 + 3i)

: (8 +6i) — (56— 3i)

(8 4 71) + (6 + 3i) — (—2 + %)
6—-1) —(8~—2i) 4+ @3 —1)

(=4 — 5i) + (11 — 7i) — (8 + 6i)
947 - (=947 + (—18 +1)
(8 + 49)(5 + 2i)

(2 — 8i)(3 + 5i)

(4 — 8i)

(T + Bi)

(1 + 2i)(2 — )1 +1)

(8 + 4i)(4 + 3i)(2 — 5i)

14:
16:
18:
20:

4: (65— 6i) + (4 + 2i)

: (6 +31) — (2 — 49)

= df) = (=8 +4)

(2 + 60)(@3 + Ti)

(=7 +4)38 — 4i)

(6 + 2i)

(6 + 5i)*

B —2)@2 + (1 —1)

: (3 4 6i)(5 + 31)(2 — 1)



Me preparo

Encuéntrense los conjugados de los nimeros complejos de los problemas 25 a 36.

26: 3+ 4 26: 6 -1 o1: =2+31 28 4431

29: 2 ~0i 30: 7 31: 4 32: 3 -1
3: (1414)(-2~-1) 84: (4 +30)(5 + ™)
85: -3i(2 + 5i) 36: 2i(—3 + 8i)

Redizcanse a la forma a + bi las expresiones de los problemas 37 a 48.

8- 2 + 6i 1+4i
L oy 7 B I W T+
2= C@HAL-20) L @+i0-i)
0 T 2 e Y o =T-F
CR4B+2) . G-D0-5) . . .
T w == 6: 2 - 3@+ 8

6: B+0@-56i) 47: @+)(-1+31) 48: (T-2)2-T)



Me preparo

Represéntense graficamente los nimeros complejos de los problemas 1 a 16, asi
como sus conjugados.

1: 3 -2t 2: 4 41 3: 5 + 31 4: 7

5: 2 4 61 6: =2 4 3i 7: 2i 8: =2 =1
9: —4 -3 10: 5 - 2i 11: =5 12: 3 - 3i
13: -5t 14: 5 - 12¢ 15: 15 4 8i 16: -7 — 241
Exprésense en forma polar los nimeros complejos de los problemas 33 a 52.
33: 1 —-1 34: -1 +1 36: -1 -1
36: 1+ 87: 1 +4+iV3 38: 1 —iV3
39: —1+iV3 40: -1 —iV3 41: -V3 +i
42: —V3 —i 43: V3 +i 44: V3 -i
45: -3 — 41 46: 5 + 121 47: 8 — 1561
48: T 4+ 24i 49: 31 50: -2

8l: -1 62: 3



Investigacion y Exposicion

@ )

El alumno investigara el TEOREMA DE MOIVRE.

- El alumno investigara las Funciones elementales.

- El alumno investigara como obtener las Raices de
NUmeros Complejos

Realizara una presentacion en Power Point por equipos
de 3 integrantes y las expondran al grupo.

G )




Teorema de Moivre

S1 multiplicamos n nimeros complejos, a partir de la
expresion del producto de dos numeros complejos
obtenemos que el producto de n nimeros complejos
equivale a un complejo cuyo médulo es el producto
de los n modulos y el argumento, la suma de los n
argumentos. De esta forma:

Dol =N {'3‘3'5[¢1+¢ Hy +o- +¢hi+}5m[¢]+¢ g+ +¢}]



& sﬁq* Tomfm_df) to?los los f:om_plejos Iguales

]__'l _3 _ - _ -

=
la expresion anterior queda como:

=" = r"{cosing )+ jsin(nd )}

Por otro lado, la n-ésima potencia del niumero
complejo z también puede expresarse,
logicamente como:

z* = {r{coslh )+ jsinld ))f

¢ Yy igualando las dos ultimas expresiones
llegamos al Teorema de Moivre

=" = {rlcoslp )+ j=inlg )} = r*(cos(ng )+ jsinlng )]



Ejemplo

Suponga que: z; =r;(cosf; +jsinbf,) y
Z, = 1,(cosf, + jsin6,). Demuestre que:

a) z,z, = ry1ry{(cos(6; + 6,) + jsin(6, + 6,))}

b) i—; = {cos(6; — 0,) + jsin(6; — 6,)}

)



Raices de numeros
complejos

La raiz enésima de un nimero complejo es otro
numero complejo tal que:

n ra

, , P , !/ n
Su modulo es la n raiz enésima del modulo: r = A\r

Su argumento es: , ¥ + 27K | {onde k= 0,12, ....(n-1)

a =
n
. n\r, + 2nK
VTa =
V n
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& e@ Funciones complejas y mapeos

Funciones Transformacionales

Encuentre la imagen en el plano w de la rectay = 2x+4
en el plano z, z= x+jy, bajo el mapeo w=2z+6

w=u+jv=2(x+jy)+6

u+jv=_0Q2x+6)+j2y

Separando las partes real e imaginaria NUMEROS COMLEJOS

La solucion de la ecuacion:

u=2x+6 v =2y x+1=0 es x=—1

A V=1 lellamamosi @



. * Funciones Transformacionales

&eh

u=2x4+6 v =2y Despe_jando Xey de las
ecuaciones se tiene:

x==-W—6) y=-v R_’eescrlblendo la imagen se
2 2 tiene que:
y=2x+4
Sustituyendo las variables x
ey en la imagen

%v _ 2(% (1 — 6))+4 Multiplicando todo por 2

se tiene que Vv es:

v=2u—4



N !
e b W = J15)

r"“",'..f{.ift“" e, 68 mpmwyz'

-’g

14, Saw=fln=(L+oll=2) Wa)f('
349, Suponea e fo) = (L #1)/ = 2"”‘2/3‘

190,05 M/:[(Z:7T2/(2Z”l) il
fn=iflh=1 Mucmcqw
=11 mh{ut i fofma mélrics,

Faalormacidn, '

A ] Ceos o = M7l = :’: ai ")“ EW lm Vﬁlﬂm&



131, Uncuactado el plano 7 Gene s vrtces n 0)( 0, 1), 1) Deteming aegcn del lno wa
gue s leva § mediane s oz a)w z L bw=1/{z41)
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&é’iy Funcion holomorfa

=
Definiciones:

¢ f(z) es holomorfa en un conjunto abierto G si es
derivable en todos los puntos de G.

“* f(z) es holomorfa en un conjunto A sI es
holomorfa en un abierto G que contiene a A

“* Una funcion f(z)es holomorfa en un punto z, si
es derivable en todos los puntos de un entorno
de z, es decir, si existe un disco de centro z, y
radio B,(z,), r>0, tal que f(z) es derivable en
todos sus puntos.



Ejemplo

La funcion f(z) = z* es holomorfa en

z=1 'y f'(2)=2
Comprobar si es holomorfa con las condiciones
especificadas

w f@ = FA)

im

z-»1  z-—1

ozt =1

lim =lim(z+ 1) =2

z—1 7z —1 z—1



Series de potencias

SERIES DE POTENCIA

Sp(x) = Z a,(x —xg)" =ag+a;(x —xg) + a,(x — Ig)2 & s
n=0

Convergencia de una serie de potencia



Series de Potencias.mp4
Series de Potencias.mp4
Como saber si una serie converge- Prueba del Cociente.mp4
Como saber si una serie converge- Prueba del Cociente.mp4

b I'nvestigacion
Valor de la investigacion 20%

[

— El alumno investigara series
L.a maestra Cristi desea _ .
saber si hav aleun otro de' Macl_aurl, Tay_lor,
método de Laurent, Serie de Frobenius,
Convergencia para las g explicaran en el salon de
series. por lo aque )
clases por equipo.

deberas consultar en

aleunos libros.

Ejercicios




Ejercicios

EJEMPLO 1
Determine la serie de Maclaurin y su radio de convergencia
para la funcién dada por la férmula:

1
1+ -

f(z) =

EJEMPLO 2
Determine la serie de Maclaurin y su radio de convergencia
para la funcion dada por la formula

1

&=y



Ejercicios

EJEMPLO 3
Determine la serie de Maclaurin y su radio de convergencia

para la funcion dada por la formula:

z
1+ =

f(z) =

EJEMPLO 4
Determine la serie de Maclaurin y su radio de convergencia
para la funcion dada por la formula:




Integracion de Contornos
Consideremos la integral definida

De la funcion f(z) de una variable compleja z, en donde
Z1Y Z, Son un par de numeros complejos.

Donde una integral de linea en el plano (x,y), de las
variables reales x e y, es una integral de la forma.

[ [PCr,y)dx + Q(x, y)dy]



C

f F(2)dz = j u(x, ) + jo(x )]1(dx + jdy)

fc f(z)dzzf[u(x,y)dx

C

Ambas integrales del lado derecho son integrales de

linea reales de la forma |

P(x,y)dx + Q(x,y)dy]

y por tanto, pueden ser evaluadas usando los
metodos desarrollados para tales integrales




@ ':'* Evalte Ta integral de contorno fc z*dz a
é . lo largo de la trayectoria C de -1+j a 5+3j y

=
formada por dos segmentos de recta, el
primero de -1+ a 5+] y el segundo de 5+ a
5+3]

| Solucién |

z? = (x +jy)* = (x* —y?) + j2xy

[=| 7'dz= ltlj-,v']d.r—?,ndrlH[ [Rxpdr+ (x'-y')dy
J [ JC !




s
A lo largo de AB, y =1y dy =0, asi que

B

[ (X -Ddx+j| 2xdx
| )

= (300 = x), + ¥, = 36 + j24

IAB




@ W e
A lo largo de BD, x = 5 y dx = 0, asi que

3 3
IBD=J —lOydy+jj (25 —y*) dy

= [-5°]} +i[25y - 5’1}

= —40 + j'5

r

szZ = [AB'*'IBD = (36+j24)+(-40+j|'2§"') - -4+jl-§-6

JC



Investigacion vy exposicic’)n
\

pa,
vl

~

1. Investigar el tema de
Teorema de Green
2. Teorema de Cauchy para
Integrales de contorno
cerrado

\_ -




Evalue fAdz* + 3z) a lo largo de los siguientes con-
tornos C en el plano complejo z:

(a) la recta que une 2 + jO con 0 + j2;

(b) la recta que une 2 + jJ0 con 2 + j2 y después con
0+ 2,

(¢) el circulo |z| = 2 para 2 + jO con (} + j2 en la
direccion contraria a las manecillas del reloj.

Evalte § {5z — z° + 2)dz alrededor de los siguientes
contornos cerrados C en el plano complcjo z:

(a) el circulo |z] = 1;

(b) el cuadrado con vértices en 0 + jO, I + 30, 1 +
Hy0+;l:

(c) la curva que com,wu. de las parabolas y = x* de
0D+j0al+jlyy =xdel +)a0+)o0



&é’ig Polos y Ceros de la funcion
%

La singularidad de una funcién compleja es un punto
en el plano Z donde f(z) no es analitica.

UAn

(z — zp)

f(z) =
/=7, Llamado polo

a,, Se obtienen los ceros de la funcion



Géﬁ Polos y Ceros de la funcién

z—1
(z + 2)(z — 3)?

f(2) =

Tiene un cero en z=1, un polo simple en z=-2 y un polo de
orden dos en z=3



Encuentre las singularidades (polos) y
ceros de las siguientes funciones

. l % - |
“”T » . | (b) ‘ }
2=2(1+])+] 2 =2(1+]))+)
sen(z | | |
(C) ! (d) —

-2 (14])+] =21 4]) 4]



Encuentre las singularidades (polos) y
_ceros de las siguientes funciones
* complejas.

COS 2 |

(2) — (b} - ‘ (C) =
- (z241)(z ) 2 — |

1 P ™

(d) coth : (€) — : () e”




Residuos

Residuo en a polo simple
ZO=Z1i_)r£10[(Z —zp)f(2)] = a_4

Ejemplo

fz) = —————



Solucidén

residuo = 22
en z = | TSRz +))(22-1)
" = _1+2j
TN Zi—1) 5
residuo 22
.= lim
en z=—] - nm (z-)EEN(2z-1)
= 12
i S
residuo .. g 2 =
pL=%" -3 » o
enz=}" . (z =)z + ) [
I
- _ 202 =4




@ 24 Residuo en polo de orden m.

Y

1 | dm—l - A

Ejemplo




residuo
en z = 2j

-4 - 44L Il

— = —(7+))
(2j+1)°(4j) 25
residuo Z =27
.—hmﬂﬂhi —
enz==2j - +1)°(z - 2)) (EH25)
—4 + 4]
8 = —(1-j)

C(=2j+ 1)’(-4j) 25



3
» p
y )-

esidio | o O (N -4
T esims (%l)a-—r—'
p==l Lt G2} (R( +4)

w 0)-(2-2(2) _ ()-4)-(0)D)

lim ——-———————- -
S

147 (' +4) A A




¢ $8® funciones racionales en cada polo en el
& * plano finito z:
"
22+ | 1
(a) (b) —

]
-




1.

(nUmeros complejos)

Camargo L. et al. (2005). Alfa 9 con estandares. Grupo

editorial Norma.

Klein P. (1986). Algebra. Ed. Reverte

Kurmyshew, E. (2003). Fundamentos de métodos
matematicos para fisica e ingenieria. Ed. Limusa
Tebar E. (2005). Problemas de Calculo Infinitesimal.
Editorial Tebar






. TRANSFORMADA DE
“LAPLACE”

-

L =f0 f(t)e tdt




Ejemplo

—(s+3)t

s+ 3

e

L{e™3'} = f oo{e“"”"“}{e‘“}alt = —
0

Evaluando limites

1

—3
s+ 3 S =




il
19.
* 20.

21.

22.

23‘
24.
2S.

26.

27.
28.
29.
30.

31.
* 32.

()= (@ + 1)

f(®) =2t — 1)°

f() =1+ e
f(@)=t>— e 7 =5
f(&) =1 + e?)?
@) = (el ei)s
f() = 4t — S sen 3t
f(t) = cos 5t + sen 2t
f(t) = senh kt

f(t) = cosh kt

f() = e*senh ¢

f(t) = e ‘cosht
f(t) = sen 2t cos 2t

f(t) = cos?t




t = 1.

4T 0 ==

O<t<1
t =1

_-.-,
. 4l
—1, O<t<l,
0 e
= f(t)={0, t = 2
. Ot =il
A {1, ti="1 |
4 g = ot
5. f(t) IO et+7
6. f(t) — e—2t—5
7- (1) = te™
8. f(x) = t%e”
9. f(t) — e ‘sent
10. f(t) = e cost
11. f(z) = tcost
*12. f(1) =t sent




Inversa

f(t) F(s)
Impulso unitario () 1
Escaldn unitario wit) g

i
t -
SE

t”_‘! 1

(h-1)1 g
I
E—a-t 3
I o -at_-bt 1
mr LA [s+al(5+b)
o bt L ;
(b-alfa-c) {a-blc-b) (a-c)b-c] | Tigiis+bifs+c)
cos(at +5) s.ms;—mgenﬂ
5 +a
sen(at +6) 5.56NE +0,008 ¢

SE +|§J2

senh ax

cosh ax

XEeh dx

NCoOS X

x?!é'ﬂ?i’

2™ cen ax

™ cosax

Transformada de Laplace






e e




Ejemplo

= Verificar el siguiente gjercicio

| . 4 B G 1
For fracciones parciales.... 5—1+5-|—E+5-|-4 = (s=1)(s+2)(5+4)
_1 _-l _1
A= =3 C=h

5 1o
_]_ _
L [ ey,

| A, Y
flt)=et-ge~H4ppe ¥



Me preparo

En los Problemas 41-64 utilice el Teorema 7.3 para de—
terminar la transformada inversa dada. x

8 a2 f11 o i1

r
|
| 5 1) it 2)f
: a3 oo )2 s 1) A4, o JoavE <
! s% )
l i 1 1 1
as. L i o
j = 52 s +S—2
6 1
46. Sl ) B e e S (s
= { e s + 8}
1
47. T e i s b s e B P i vt S
- 4s+ 1} - {55—2}
4s 1
2 Sl g et 50. SRl b S b A F)
s 4sz+l} = 452—5—1}
1 10s
1. Tl 52. S e S g
& . sZ — 16} = s%— 25}
2s — 6 s + 1
= el et s54. i R
i 5% + 9} 4 s + 2}
i 1 s + 1
3 A s o D6 Sl o e a
i L s? + 35} e s% — 43}

S
57. Tohs
o s? 4+ 25 — 3}

1
S8. 7L
- 52 —i—-S—ZO}



Me preparo

7 e La transformada de Laplace

3 25+ 4
P {(s — 2)(s? + 4s + 3)}

St ]
b {(S — 4s)(s + 5)} .

6l. ¥~ 1{2(s +4)}
g s — 1
62. - {2(8 +1)}

S 1{(8 + 4)(s + 2)}

7]
e



@ ke Ecuaciones Diferenciales
e . Aplicando Transformada de
Laplace

y// . 6}/’ + 9y — tZeBt

Condiciones iniciales y(0) = 2, y'(0) =6

L{y"} — 6L{y'} + 9L{y} = L{t*e*"}

2.-
Teorema

=




an[s™Y (s) = s" "ty (0) — .. —y"H(0)]
F an_g[s77IY (5) = s72Y(0) — . —y"2(0)] + - + Ao ¥ (5)
= G(s)

[52Y (5) — 5y(0) = y"(0)] — 6[sY (s) — y(0)] + 9 (5)] = =253

Aplicando Condiciones iniciales y(0) =2 y'(0) =6

(s? —65+9)Y(s) =25s—6+

(s —3)°

(s —3)%Y(s) =2(s—3) +

(s —3)3



41
(s —3)°

Teorema de
Traslacion
1

=2 3t ___t4 3t
y(t) e Ste




Me preparo

=

| d*x +3ffl’ "y I U} ; 0) 0
. T — =10, on xXiyy=Xx =
dr* - dt L ( (
d*x |
2. —+4x=sen3t, con x(0)=x'(0)=0
dr?
3 T e 0)=2'(0) =x"(0) = x"'(0) = 0
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dx + X 0. con x(0) 1
. — X =0, cCcon x = 1.

dr
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dr2 > = Y= ! -

2. -
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Me preparo h_ SN

dx dy

??’_ + 2x + ?,— =

dir dv at ,con x(0)=y(0)=0

+4—+4+3y=0

dt dt

dx

= = —3x + 4y + sent
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dt?



\_

Ingenieria: circuitos
eléctricos y vibraciones
mecanicas

~

Investigar aplicaciones a la

/




ujo de corriente esta relacionado con la carga,

@ 3 i Circuitos eléctricos
El fl

mediante la relacion
. dq
[ = —
dt
\_ J/
»*La caida de voltaje a traves de la resistencia es igua
a
dq
Ri = R—
dt

»La caida de voltaje a traves del capacitor es igual a

S %fidt=% y




< Cifcuitos eléctricos

ﬁé

\
¢ La caida de voltaje a través de una bobina es igual a
di d*q
L—=L——=
dt dt?
N /
: o N
Circuito RC
dQ 1
R—+-Q=E
dt ¢




Circuitos eléectricos

Circuito RL

d*q  dq
L— +R—=E
dt? dt

4 Circuito RLC )

d’q dq q
L— + R4+ 1 =F
dtz+ dt_Fcr




*»La caida de voltaje a traves de la resistencia es
igual a

dq
Ri = Rt
T

Para la transformacion a Laplace
Se tiene que: RI=RI(s)



»La caida de voltaje a traves del capacitor
es igual a

1
—fialt=g
C C

PARA LA TRANSFORMACION A
LAPLACE SE TIENE QUE:

1 1
HEE
C cS



di d*q

para la transformacién en
Laplace se tieme que L % = Ls

) @
D
., 1
Integracion =3
derivacion d=s
/




Circuitos eléctricos

oot un st = 10 conancpicor = 11 Faum e vl e
= S0V fomando ncieuto RC S mclentelcapator ene caga = ) cefermng

atgen el apectory ot que o porel ol e

La ED que modela a la carga Q(7) es

RdQIQ g 0

| =V = 100 . = 50
dt C dt 103




a0
& lUUd— +1 UUUQ =0 [Dividiendo todo por 100 ]
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Utizando la condiciéon inicial Q(0) = 0 se tiene:

l l
00)= 5 +K=0= K=

4 ]
Sustituyendo el valor de la constante
en la primera ecuacion
Se tiene que:

| — 101
Q[”—j—[)(l—i )

e






<" CITCUItos eléctricos

&

Un circuito eléctrico consta de una resistencia en
Ohms, en serie con un condensador de capacitancia
en Faradios, un generador y un interruptor. Si en el
tiempo t=0 se cierra el interruptor y si la carga
Inicial en el capacitor es cero. Determine la carga
en el condensador en cualquier tiempo . Suponga
que R, Cy E son constantes

RdQ+1 =F
dt CQ_



Circuitos RLC

Se conecta en serie un tesistor de 12 €, un capacitor de 0.1 F, un inductor de 2 Hy una fuente
e voltae I = 20V, formando un circuito RLC. 5t inicialmente se encuentra descargado el
capacitor y nocireula corriente por el circuito, deferminaren fodo tiempo posterior expresiones
para a carga y a corriente,

4 Circuito RLC )

d’q dq q
L— + R4+ 1 =F
dt2+ dt+c




Sdstituyendo valores en la ecuacion:

& X 4y
pgQ g 0

2 | — 720 Despejando el
—dt? dt 0.1 primer término
se tiene que hay
que dividir toda
la ecuacion entre

662,9
d=0 d(Q |
L6 L 50 = 10
dt? dt .
SE PUEDE RESOLVER POR ED LINEALES
HOMOGENEAS CON COEFICIENTES

CONSTANTES O VARIACION DE PARAMETROS



#
/

AL 0, (40

dt? u’r

+ 50 =

RESOLVIENDO LA ECUACION DIFERENCIAL POR
EL METODO DE LAPLACE, SE TIENE QUE:

L{g"}+ 6L{g'} + 5L{g} = 10

CONDICIONES INICIALES DEACUERO AL
PROBLEMA PLANTEADO EN CADA CASO.



@ N, VIBRACIONES MECANICAS
| F
N F=M d°x Ley de Newt
=M—5 ey de Newton
1) N
{—-' 1'1 : \‘7
g | K [rata F=K(x, —x;) LeydeHooke
-« b ——
i3 Donde K es la rigidez del resorte
(D) Kesorte
— X —» {—, dx dx
| en I F=B|—=2-—2
F | | F dt dt
-— * -

(L) .-\l'.n.\lil;'n.hll.rl

Donde: B es el coeficiente de amortiguamiento



Ejemplo

= ] ] ,
La masa del sistema masa-resorte-amortiguador esta

sometida a una fuerza periodica externa f (t) = 4 senwt
aplicada en el tiempo t=0. Determine el desplazamiento

resultante x(t) de la masa en el tiempo t suponiendo que
x(0)=x’(0)=0 a) cuando ®=2.Yy b) v=5

K(x, —x4) - Axs d-x:l)

- di it
K=125 é ] 5=0 1 1
( ; .

l7_~| M=1 ‘ F{f)= 4 sen oot




2

d
M= = F(8) = Fy(8) = Fy(t)

d2

dx
5+ B+ kx(t)

F(t) =M— o

Sustituyendo valores se tiene que:

d2x+6d + 25x(t) =4 t
d2 dt X Sen w

Resolviendo por Laplace

4w

X(s) = (s? + w?)(s? + 6s + 25)




4w

X)) = e ¥ o)) (57 + 65 + 25)

4(2)
(s? + 22)(s? + 6s + 25)

X(s) =

Resolviendo por fracciones parciales

4 2
x(t) = 195 (7 sen 2t — 4 cos 2t) + ﬁe‘3t(8 cos 4t — sen4t)

[EI alumno resolvera el inciso (b) cuando oo:SJ




Ejercicios de Aplicacion

Movimiento armonico simple

Ley de Hooke.

Supongamos que un cuerpo de masa (m) esta sujeto al
extremo de un resorte flexible suspendido de un soporte
rigido, el resorte ejerce una fuerza de restitucion F opuesta
a la direccion del alargamiento y proporcional a su
magnitud F=ks

30/03/2017 Ecuaciones Diferenciales
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m’.f@

= 22 Ley de Newton

&

Después que una masa m Se sujeta a un resorte,
aquella lo alargara en una magnitud s y alcanzara
la posicion de equilibrio en la cual su peso W es
equilibrado por la fuerza de restitucion ks

W= mg

Por lo que se tiene igualando la ley de Hook y
la 22 Ley de Newton
Mg=Kks

2
md 'f+kx=[}
‘ P dt”

30/03/2017 Ecuaciones Diferenciales




Un cuerpo que pesa 2Ib estira un resorte 6
plg. Dicho cuerpo se suelta en t=0 desde un
punto que estd 8 plg bajo la posicion de
equilibrio, con una velocidad dirigida hacia
arriba de 4/3 pies/s. determine la funcion x(t)
que describe el movimiento libre resultante.

Convertir plg. a

pies F=ks
6 plg = 0.5 ft Ley de Hooke 21b=k(0.51t)
8 plg = 2/3 ft K= 41b/ft
Convertir peso a ,
= Wig mdf+kx=0
21b 1 dt

= — l
=322 ft/seg? 16 St

30/03/2017 Ecuaciones Diferenciales 87



2
d x
m—;+kx=0
dt
1dzx+4 — 0
16dez T T
d2x+64 -0
dt? X =

Resolver la ED por el

método de
Coeficientes Constantes

30/03/2017

4

Aplicando condiciones

iniciales
2 dx 4
X(O)—g, E(O)——g

x(t) = c;cos8t + c,sen 8t

x(3) = c1c98f0§1 + cz5en 8(0)

1 =

0
2
3

2
x(t) = §c058t + c,sen 8t

Derivando la ecuacion

Ecuaciones Diferenciales 88



2
x(t) = §cos8t + c,sen 8t

16
x'(t) = ——sen8t + 8c,cos 8t

3
dx 4
Z(00) = —— e ~
16 m 2 1
x'(0) = ——sen8t + 8c,cos 8t = —CoSol ——=S§én
3 2 L 3 6 -

—g = —%Sen8 O+ 8CZC}$”8](0)

g
37 0

Cr = _g Diferenciales 89




Ejemplo 6.6.3 Dos mase iguales de | kg s encuentran oinculadas mediante 3 resrts de mass despreciables
(onstantes e restitucin . como sc muestra en In figurn siguiente, EJ sstem st dispuesto ceticalmente y i
masasestin desprovistas de rzamiento ast cont de ferzas de exctacin. Aadios ahora o informacion desde
cal 52 ompe el equlirio xy(0) = 1, vy0) = 1, x7(0) = 3 x3(0) = =3. Determinar o psicidn e coda masa n
Chluier instante, stk = 3N/




¥ Enumeramos los resortes de arriba hacia abajo con los nimeros 1, 2y 3. Cuando el sistema esta en
movimiento, el resorte 2 esta sujeto a elongacion y compresién, por consiguiente su elongacidn neta es
x3—x1. Por lo tanto, dela ley de Hooke, deducimos que los resortes | y 2ejercen fuerzas —kx; y k(x; - xy)
respectivamente sobre la masa . Deestamanera, sino hay fuerzas externas ni fuerzas de amortiguamiento,
entonces |a fuerza netasobre la masamy es—kx) 4k (x;-x). Ahora por la segundaley de Newton, tenemos:

N

Mmix, = —-l':.".'| 4+ k (X2 — X1)

De manera similar, la fuerza neta ejercida en la masa m; se onigina por la elongacién y compresién de los
resortes 2y 3. De manera mas concreta, las fuerzas ejercidas sobre la masa 2 son, por el resorte 3, —kxy; y

por el resorte 2, —k{x; - x;). Luego, por la segunda ley de Newton:

maxs, = —kxy—kixz —x;).



3t ahora usamos los valore de las masas my = my = | y el valor dek = 3, obtenemos l siguientesistema
de ecuaciones que resolveremos utlizando 1.

f

1 ==Y 431 | |
4 om0 = Lf0) = Ly 0)= 3y 0) = -3
1 ==3-3n-1)

\



Y u& Me preparo

e

Un paracaidista cae partiendo del reposo. El peso combinado de él y su paracaidas es W. El para-
caidas ejerce una fuerza en ambos (por resistencia del aire) que es directamente proporcional a la
velocidad durante la caida, esto es Fg « v. El paracaidista cae verticalmente, y se requiere hallar su
posicidn en cualquier momento.

a. Sise supone que el pam::afdas estd abilerto desde el momento inicial.
b. Si1se supone que el pam::aidaﬁ se abre 10 s dE'SPLléS de iniciada la caida.

Una droga entra y sale de un 6rgano de volumen Vy cm” a una tasa de i) cm® /s, donde V. v p

son constantes. Supongamos que, en el tiempo 1 = (0, la concentracién de la droga es 0 y que, al
administrar la droga, dicha concentracién aumenta linealmente hasta un maximo de k en el tiempo
[ = fg, en el cual el proceso se detiene. Determinar la concentracién de la droga en el 6rgano en todo
instante ¢ y su maximo valor.

Una masa que pesa 32 Ib se encuentra sujeta al extremo de un resorte ligero que se estira 1 pie cuando
se le aplica una fuerza de 4 Ib. 51 la masa se encuentra en reposo en su posicion de equilibrio cuando
t = 0y sl, en ese instante, se aplica una fuerza de excitacion f(f) = cos 2t que cesa abruptamente en
{ = 2m s, determinar la funcién de posicién de la masa en cualquier instante, si se permite a la masa
continuar su movimiento sin impedimentos.

Un circuito RLC, con R = 1108, L = 1 Hy € = 0.001 F tiene conectada una bateria que proporciona
90 V. Suponga que en t = 0 no hay corriente en el circuito ni carga en el condensador y que, en el
mismo instante, se cierra el interruptor por 1 s. 5i al iempo t = 1 se abre el interruptor, y asi se
conserva, encuentre la corriente resultante en el circuito.



*<", FONCIONES de Transferenci@

“
T I

ACTIVIDAD A DESARROLLAR POR EL
ALUMNO:

v ELALUMNO INVESTIGARA LOS TEMAS
DE FUNCION DE TRANSFERENCIA.
v EXPLICAR POR EQUIPO EN EL SALON
DE CLASES EL TEMA DE FUNCION DE
TRANSFERENCIA.
v REALIZAR UN EJEMPLO PRACTICO
PARA EXPLICAR EL TEMA DE FUNCION
DE TRANSFERENCIA.
v INVESTIGAR EL TEMA DE ALGEBRA
CON DIAGRAMAS DE BLOQUES /




" UNIDAD 2

T
ransformad
céZ” !




Siempre que exista la sumatoria y donde
Z es una variable compleja todavia
Indefinida



Transtormada <Z”

Para sucesiones que son Causales

La transformada Z dada se reduce a:

00 00 X
{xk}o :X(z) — k:oz_:



_________________

Determine la transformada Z de la sucesion:

X.3={2% (k=0)

2k N (2
WW=8) = ) xS Z (Z)
k=0

k=0

k




(. Ejemplo

% 2\"
~ 1
>(2) = e
Z YA

Resolviendo el quebrado se tiene que:

Z(2%) = . (|z] > 2)

Investigar:
Region de Convergencia




9& Ejercicios

| Ceule o transformada 2 de fa iguientes seeslones
wableciendo, en cada caso, aregion e com ergencl

i) mE @i )}
O (o) (3




o, e Bren
& S i & preparo

zsenam?

F{senkwT)} =

»
-

z° —2zcoswf + 1
donde @ y 7 son constantes.

4 Utilice la primera propiedad de traslacion para calcu-
lar la transformada z de la sucesion {y,}, con

0 (k << 3)
,"'K ——
xp (k== 3)
donde {x,} es causal vy x, — (3). Confirme su

resultado por evaluacidon directa de Z¥{ | usando la
deflinicion de la transformada ~

5 Determmine la transformada z de las sucesiones
(a) {(—z)"] (b) {cosAm}

6 Determine ¥ ( % ¥}, Usando (3.6) obtenga la trans-
formada z de la sucesiaon { A( 1 ¥



o, T Mepreparo

7 Demuestre que para una constantc o

= senh o

(a) F{senhka; -
z -2zcosha+1

“

“

7 —zcosh

(b) ¥{coshku} = —
z-=2zcosha+ 1

8 Las sucesiones son generadas por muestreo de sefales
causales continuas en ¢l tiempo w(t) (+ = 0) en [
intervalos uniformes. Escriba una expresion para u,,
el término general de la sucesion, y calcule la trans-
formada z correspondiente cuando u(r) es

(a) ¢ (b) sent (C) cos 2t



o "a Transformada Inversa Z

Tabla Basica de Transformadas z

Secuencia en

tiempo [n) Transformada Z
* 8[n] 1
oy 223
® U[n] Zz -4
= o ol
n Z-1p
. al‘. 2—-z_—a
™~ ewlﬂT - _z“
2
. nal‘- (Z Z 8)2
« Sen nwT — 2 Senwl

22-22CoswT + 1

. z* -z2CoswT
Cos nuwT 77— 27 CoswT + 1




sUCEesIon transformada region de convergencia
1. &[n] ] todo el plano z
2. &[n—m] z " todo z salvo O (sim = )
ooe(sim < 0)
1
3. un] T z| =1
i ) 1
4 —u|—n-—1| T z| < 1
1 —
5. |THT|! [?‘!] m Z i
6. —a'u[—n—1] 1 z i
- : 1—az1
. 1 —-.:u::ns.u=1]:'1
13. cos{wyn) uln z| =1
\wo ] 1—2cosawyz—1 +z2
-—1
- SET GMp 2
g oot} .
14.  senfwyn ) u|n| T —Zcoswpz—1 122 1
15. r"cos(won) uln] 1 - reoswyz" zZ| = r
: iL | = Z
. L 1—2rcoswyz! 4+r2z-2
~—1
. . FSET W) Z
16. rMsenfwyn) uln _ zZ| = r
(ewon) uln] 1—2rcoswyz—! +riz—2
17 I:‘!”, 0<n<N-1 1 —gz—N ) 0
' 1—az1 -

l 0, caso contrario




™ eaﬁ'l?

« Sen nwT

* Cos nwT

(z-a)*

— 20T

22-22Cos wT + 1

z? -2CoswT

2% —-22 Cos wT +1



Ejemplo

Z

(z—1)(z—-2)




9.“ Ejercicios

11 Inwvicrta las siguientes transformadas z. En cada caso
proporcione el término general de la sucesion.

-~
-

8. ——= (b) — (c) =i

) i T t —

' )3211 (e) z—} ) F 3
i z+2

(g) z— 1 (n) z + 1

12 Resolviendo primero Y(z)/z cn fracciones parciales,
encuentre 7 [¥(z)] cuando Y(z) estd dada pos

a) — S b ,
( (z—1Mz=z+ 2) () (2=+ 1)(z—3)
= d 22
(C | ) —
)(2:4-1)(:—') : 22 +z—1
(e) ,7 |Sugerencia: 2+ 1 = (= + 3 Mz—1)]

z + 1



(=132 —%+ 1)

Encuentre 27 '[ ¥(z)] cuando

Ejercicios

S |
[

() ——
(= 1) ¢(=z—3)

Yiz) esta dada porn

“> 3 :

(aa) 1+; (D) l+-’—: =
3z 42"+ 52° 1 ¢ = 3=

(C) - (d) +

z z 3=+ 1
v 2" +(,°2+ > 4+ 1 ’ 2z Tz+7
(c) (1) ‘. =

= ¢(2z+ 1) (z— 1) (= 2)

. Z — 3

()

Ny
M
!
+
N



Gracias por su atencion al curso

ko)




