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Ecuacion de Euler-Lagrange

Obtencion de las energias cinética Ky potencial V, para formar el
Lagrangiano L:

L=K-V

Modelo dinamico al aplicar la ecuacion de Euler-Lagrange:
d | oL o. ,
de|dg;| 0dq; Qui=1..n

Donde:

qi: son las coordenadas generalizadas,
Q;: son las fuerzas externas,
n: es el numero total de juntas.



Energia cinética

Movimiento lineal:

m
K,=—v'v
2
Donde:
m: masa del eslabodn,
v: velocidad lineal de la masa.
Movimiento rotacional:
1
K, = Ea)TIa)

Donde:

w: velocidad angular del eslabon,
I: matriz de momentos de inercia.



Energia potencial

Capacidad que tiene un sistema para realizar un trabajo en funcion de su
posicion, i.e., es la energia almacenada que un sistema puede entregar.

) ? Energia potencial que acumulan los
pesos es:
Wl — V]_ = Wlhl
h Vo, = Whh,
1 SiW; = W,, se puede ver que:
W, hy V, < V.
\\ 4

T



Velocidades lineales

Vp = ]v(q)q

Vector de velocidad lineal de un punto p (puede ser el efector
final o una junta en especifico).

4 Vector de coordenadas de los grados de libertad.

q Vector de derivadas, respecto del tiempo, de las
coordenadas de los grados de libertad.

Jv  Matriz Jacobiana, del movimiento lineal, del punto p
del robot.



Velocidades angulares

— pT ;
wp = RpJw(q)q
Wp Vector de velocidad angular del eslabon p.

R}, Matriz rotacional del eslabon prespecto de la base del robot.

q Vector de coordenadas de los grados de libertad.

q Vectorde derivadas, respecto del tiempo, de las
coordenadas de los grados de libertad.

Jw Matriz Jacobiana, del movimiento angular del
eslabon pdel robot.



Matriz de momentos de Iinercia

_j(yz + z%)dm —nydm —Jr xzdm
| = —jxydm J(x2 + z%)dm — Jr yzdm
—szdm —jyzdm j(x2 + y3)dm

Donde [ dm = [ p(x,y, z)dxdydz, siendo p(x, y, z) la funcién de
densidad de los eslabones. La cual, para este caso, se asume constante.

El calculo de los momentos de inercia también depende de la geometria
de los eslabones. Por comodidad, la matriz se queda indicada como:

Iy, L, I3
[ =111 I I3

131 132 133



Ejemplo: Robot cilindrico (esquema)
Tres grados de libertad:
%UW
I

* Una junta de revolucion
* Dos juntas prismaticas

B




Lagrangiano del robot

Energia cinética: l

1 T
K = 5(1)1]1(1)1 +

m; ms
71]%1172 + 7 U§U3

Energia potencial:
V=W, +Ws)q,

Por lo tanto el Lagrangiano es:

m

Movimiento rotacional

Movimiento lineal

m
L==-0Tho, +—vlv, + —vTv, — (W, + W3)q,

2 2 2



Asignacion de referenciales




Convencion Denavit-Hartenberg

cosf; —sinf;cosa; sinf;cosa; a;cosb;]
A = sinf; cosf;cosa; —cosO;sina; a;sinb;
¥ 0 sin a; CoS a; d;
.0 0 0 1
1 L dy 0 q1
2 0 q> —90 0
3 0 qs 0 0
cosq; —sing; 0 0] 1 0 0 0]
_|sing; cosq; 0 O O 0 1 O
A, = _
! 0 0 1 d, A2=10 —1 0 q-
0 0 0 1. 0o 0 0 17
1 0 0 O]
10 1 0 O
As=1o 0 1 qs
0 0 0 1]




Transformaciones homogeneas

(cosq; —sing; 0 O]
A = sinqg; cosq; 0 O Donde:
1 0 0 1 d, Ty = A4
0 0 0 1.
Té = A A,
[cosqg; 0 —singq 0 ] T3 = A,A,A,
A A — sing; O COS ¢ 0
1752 0 -1 0 q, + dq
0 0 0 1
(cosqg; 0 —sing; —q3singq]
__|Ising; O COS ¢4 g3 COS qq
A AA; =
1772703 0o -1 0 q, + d;
0 0 0 1




Construccion del Jacobiano

0
J=1/1 s Jnl Donde n es la cantidad de juntas y6 = [O]

_[Zi-1] .. o
Ji = 5 sila junta es prismatica.

—Zi—l X (On - Oi—l)

Ji = 7 si la junta es rotacional.
! i-1

. 7. 0.
Dado T} = [17-1 A;, entonces: =1

(711 T12 | M1z | |dX]
T(f _ |21 T2 |T23| Ay
31 T3z | I33] |dz
L 0 0 0 1.




Jacobianos de centros de masa

o (cosq; —sing; | 0] |0 0
I, = Zo X (01 — 0p) 8 g] Tl = sing; cosqy; (0] |0 0y = |0
Zo 0 O 0 0 1| |d4 0
L0 0 /\0 1
Lo 04
0 0 O 0 0 0
0 0 O ]
I = 0 0 0 " Jv, = lO 0 0]
1 0 0 0 0O 0 O
0 0 O Jo,
.1 0 O




Jacobianos de centros de masa

B (cosq; 0 |—singq 0 | 0
_|Zox(0,—0q) Z; O 2> |sinqggu 0 |cosq 0 Op =10
]2 — - - TO - _ d
Zo 0 0 0 1 0 qz + dy 0
0 0 /‘ 0 1 r\ 0
Zl ZO =10
0, 1
0 —sing; O] _
0 cosq; OF Jo, 0 —sing; O
; 0 0 0 Jv, =0 cosq; O
0 0 0 Jo,
L1 0 0-




Jacobianos de centros de masa

(cosqg; 0 |—singq||—q3singq 0
J, = Zo X (03 — 0p) Z_)1 Z_)z] 73 _|sings 0 |cosqy || gscosqy | Og = 0]
Zo 0 0 0 0 -1 0 q, + d4 0
0 0 /‘O 1 ’\ | 0
7 0, Zo = |0
1]
—singq]
7, = [ COS g4
(g, + d;)cosq; —sing; —singy] 0
(q2 +dqy)sing;  cosq, COS {41 Jvs
Js = 0 0 0

0 0 0
0 0 0 Jo,
1 0 0



Velocidades angulares

cosq; —sing; 0| O]

. sin COS 0«6 R
1
0 0 0 1.

cosq; singq 0 0 0 0
wq = |—sing; cosq 0 0 O‘ = Iol
q1

0 0 1 0 O



Velocidades lineales

U = ]vz (q)q
v = Ju, (@)q

—(3 sinq,
UV, =] g, €08q;

0

V3 = [(qz + d1)qysingy + (G2 + g3) cos gy

(q; + dy)q; cosqq — (g2 + ¢3) sin Ch]
0




Energia cinética

Movimiento rotacional:

Movimiento lineal:

ms ms . . .
7”??773 = [(q2 + d1)?¢5 + (42 + 43)°]



Lagrangiano y ecuaciones de Euler-

Lagrange

133 . m2 . m3 . . .
L= 7CI% + TQ% + > [(q2 + d1)?q7 + (G2 + ¢3)*] — (W, + W3)q,
dL dL
_— 0 — —_ I ) + m + d 2 )
34, 3d, 3391 3(q> 1)7q1

d | dL . . .
—|=—| = I33G1 + m3(q, + d1)?G1 + 2m3(q, + d1)§14
dt aql

dlaL] oL

dt|ag,| " aq, "



Lagrangiano y ecuaciones de Euler-

Lagrange

I3 m; . ms ) ) .

L= 7CI% + TQ% + > [(q2 + d1)?4F + (G2 + ¢3)%] — (W, + W3)q;,
oL oL | -
0q2 =m3(q; + d1)q; — (W, + W) a_qz = m,q, + m3(q, + q3)

ar aCIz] my i, + ms(§, + G3)

d [ oL oL
dt|og,| dq,



Lagrangiano y ecuaciones de Euler-

Lagrange

133 . m, . ms . . .
L= qu + 761% +—-[(gz + d1)2qf + (g2 + G3)%] — (W, + Ws)q,
dL 0 oL (G + 02
394, 34 3\qd2 T (3

d | dL

a a—qg] = ms3(g, + G3)

Uz

d [ oL oL
dt|0gs| 9q;



Modelo matricial

D(q)g + C(q,q)q + M(q) = 1,

I33 + m3(qy + dq)? 0 0
D(q) = 0 m; +mz my
0 ms ms
. 0 2ms(q, +dy)g; 0
C(q,9) = |-m3(q, + d1)dq 0 0
0 0 0
0 Uuq
M(q) = |W, + W5 T, = [uzl
0 Us
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