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 Velocidades 
 Esquema del robot 
 Ejes de referencia 
 Transformaciones homogéneas 
 Estimación del Jacobiano 



𝑉𝑝 = 𝐽𝑝(𝒒)𝒒  

𝑉𝑝 Vector de velocidad de un punto p (puede ser el efector final 
o una junta en especifico). 
 

𝒒 Vector de coordenadas de los grados de libertad. 
 

𝒒  Vector de derivadas, respecto del tiempo, de las 
coordenadas de los grados de libertad. 
 

𝐽𝑝 Matriz Jacobiana del robot para el punto p. 
 



Velocidades •  Respecto a un 
punto especifico 

Jacobiano 

Transformaciones 
homogéneas 

Sistemas de referencia 

Denavit-Hartenberg 

Grados de 
libertad 



𝑞1 

𝑞2 

𝑞3 

Tres grados de libertad: 
• Una junta de revolución 
• Dos juntas prismáticas 

𝒒 =

𝑞1
𝑞2
𝑞3

 𝒒 =

𝑞 1
𝑞 2
𝑞 3

 



𝐎𝟎 

𝐎𝟏 𝐎𝟐 𝐎𝟑 
𝐙𝟏 

𝐙𝟎 

𝐙𝟐 𝐙𝟑 

𝐗𝟎 

𝐗𝟏 𝐗𝟐 𝐗𝟑 

𝐘𝟎 

𝐘𝟏 𝐘𝟐 𝐘𝟑 

𝒊 𝒂𝒊 𝒅𝒊 𝜶𝒊 𝜽𝒊 

1 0 𝑑1 0 𝑞1 

2 0 𝑞2 −90 0 

3 0 𝑞3 0 0 

𝑑1 es una constante 



𝐀𝑖 =

cos𝜃𝑖 −sin 𝜃𝑖 cos 𝛼𝑖 sin 𝜃𝑖 cos𝛼𝑖 𝑎𝑖 cos 𝜃𝑖
sin 𝜃𝑖 cos 𝜃𝑖 cos 𝛼𝑖 −cos 𝜃𝑖 sin 𝛼𝑖 𝑎𝑖 sin 𝜃𝑖
0 sin 𝛼𝑖 cos 𝛼𝑖 𝑑𝑖
0 0 0 1

 

𝐀1 =

cos 𝑞1 −sin 𝑞1 0 0
sin 𝑞1 cos 𝑞1 0 0
0 0 1 𝑑1
0 0 0 1

 𝐀2 =

1 0 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 𝑞2
0 0 0 1

 

𝐀3 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 𝑞3
0 0 0 1

 

𝒊 𝒂𝒊 𝒅𝒊 𝜶𝒊 𝜽𝒊 

1 0 𝑑1 0 𝑞1 

2 0 𝑞2 −90 0 

3 0 𝑞3 0 0 



𝐀1𝐀2 =

cos 𝑞1 0 − sin 𝑞1 0
sin 𝑞1 0 cos 𝑞1 0
0 −1 0 𝑞2 + 𝑑1
0 0 0 1

 

𝐀1𝐀2𝐀3 =

cos 𝑞1 0 − sin 𝑞1 −𝑞3 sin 𝑞1
sin 𝑞1 0 cos 𝑞1 𝑞3 cos 𝑞1
0 −1 0 𝑞2 + 𝑑1
0 0 0 1

 

𝐀1 =

cos 𝑞1 −sin 𝑞1 0 0
sin 𝑞1 cos 𝑞1 0 0
0 0 1 𝑑1
0 0 0 1

 
Donde: 

𝑇0
1 = 𝐀1 

𝑇0
2 = 𝐀1𝐀2 

𝑇0
3 = 𝐀1𝐀2𝐀3 



𝐽 = 𝐽1, … , 𝐽𝑛  

𝐽𝑖 =
Z𝑖−1

0
 si la junta es prismática. 

𝐽𝑖 =
Z𝑖−1 × O𝑛 − O𝑖−1

Z𝑖−1
 si la junta es rotacional. 

Dado 𝑇0
𝑖 =  𝐀𝑖

𝑛
𝑘=1 , entonces: 

Donde n es la cantidad de juntas y 

𝑇0
𝑖 =

𝑟11 𝑟12 𝑟13 𝑑𝑥
𝑟21 𝑟22 𝑟23 𝑑𝑦
𝑟31 𝑟32 𝑟33 𝑑𝑧
0 0 0 1

 

0 =
0
0
0

 

Z𝑖−1 O𝑖  



𝐽 =
Z0 × O3 − O0 Z1 Z2

Z0 0 0
 

𝑇0
1 =

cos 𝑞1 −sin 𝑞1 0 0
sin 𝑞1 cos 𝑞1 0 0
0 0 1 𝑑1
0 0 0 1

 

𝑇0
2 =

cos 𝑞1 0 − sin 𝑞1 0
sin 𝑞1 0 cos 𝑞1 0
0 −1 0 𝑞2 + 𝑑1
0 0 0 1

 

𝑇0
3 =

cos 𝑞1 0 − sin 𝑞1 −𝑞3 sin 𝑞1
sin 𝑞1 0 cos 𝑞1 𝑞3 cos 𝑞1
0 −1 0 𝑞2 + 𝑑1
0 0 0 1

 

Z0 =
0
0
1

 Z1 =
−sin 𝑞1
cos 𝑞1
0

 

Z2 =
−sin 𝑞1
cos 𝑞1
0

 O3 =

−𝑞3 sin 𝑞1
𝑞3 cos 𝑞1
𝑞2 + 𝑑1

 

O0 =
0
0
0

 0 =
0
0
0

 

Una junta rotacional 

Dos juntas prismáticas 



𝐽 =
𝐽𝑣
𝐽𝜔

 
𝐽 =

𝑞2 + 𝑑1 cos 𝑞1 −sin 𝑞1 −sin 𝑞1
𝑞2 + 𝑑1 sin 𝑞1 cos 𝑞1 cos 𝑞1

0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 0 0

 

𝐽𝑣 =
𝑞2 + 𝑑1 cos 𝑞1 −sin 𝑞1 −sin 𝑞1
𝑞2 + 𝑑1 sin 𝑞1 cos 𝑞1 cos 𝑞1

0 0 0

 𝐽𝜔 =
0 0 0
0 0 0
1 0 0

 

Movimientos lineales 

Movimientos rotacionales 



𝑉𝑝 =

𝑞2 + 𝑑1 cos 𝑞1 −sin 𝑞1 −sin 𝑞1
𝑞2 + 𝑑1 sin 𝑞1 cos 𝑞1 cos 𝑞1

0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 0 0

𝑞 1
𝑞 2
𝑞 3

 

Velocidades respecto a la base. 
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