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I
Introduccidn

¢ Qué misterios aritméticos encierra \/2, que ha causado
desconcierto desde los Pitagoricos hasta el presente,
particularmente en los estudiantes de calculo?

¢ Qué relacion tiene \/2 con otros conceptos
matematicos?
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desconcierto desde los Pitagoricos hasta el presente,
particularmente en los estudiantes de calculo?

¢ Qué relacion tiene \/2 con otros conceptos
matematicos? Por sus propiedades especiales, en teoria
de numeros, 2 es considerado la mitad de todos los
primos.
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¢ Qué misterios aritméticos encierra \/2, que ha causado
desconcierto desde los Pitagoricos hasta el presente,
particularmente en los estudiantes de calculo?

¢ Qué relacion tiene \/2 con otros conceptos
matematicos? Por sus propiedades especiales, en teoria
de numeros, 2 es considerado la mitad de todos los
primos.

@ . Qué significa, aritméticamente, que /2 sea irracional?
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Introduccidn

¢ Qué misterios aritméticos encierra \/2, que ha causado
desconcierto desde los Pitagoricos hasta el presente,
particularmente en los estudiantes de calculo?

¢ Qué relacion tiene \/2 con otros conceptos
matematicos? Por sus propiedades especiales, en teoria
de numeros, 2 es considerado la mitad de todos los
primos.

¢ Qué significa, aritméticamente, que /2 sea irracional?

¢, Qué rutas de instruccion, usando un sistema computacional,
pueden ayudar a los estudiantes a:

©0
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¢ Qué misterios aritméticos encierra \/2, que ha causado
desconcierto desde los Pitagoricos hasta el presente,
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Q@ establecer conexiones artiméticas entre v/2 y las soluciones de
ciertas ecuaciones diofanticas,
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¢ Qué misterios aritméticos encierra \/2, que ha causado
desconcierto desde los Pitagoricos hasta el presente,
particularmente en los estudiantes de calculo?

¢ Qué relacion tiene \/2 con otros conceptos
matematicos? Por sus propiedades especiales, en teoria
de numeros, 2 es considerado la mitad de todos los
primos.

¢ Qué significa, aritméticamente, que /2 sea irracional?

¢, Qué rutas de instruccion, usando un sistema computacional,
pueden ayudar a los estudiantes a:

©0

© establecer conexiones artiméticas entre v/2 y las soluciones de
ciertas ecuaciones diofanticas,
@ relacionar diversos conceptos matematicos?
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@ Irracionalidad de v/2: enfoque clasico.
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@ Irracionalidad de v/2: enfoque clasico.
© Irracionalidad de v/2: una prueba geométrica.

Fernando Barrera Mora barrera@uaeh.edu.mx irracionalidad de +/2: una experiencia en el aula



BN
Contenido

@ Irracionalidad de v/2: enfoque clasico.
@ Irracionalidad de v/2: una prueba geométrica.

© Irracionalidad de v/2: una alternativa didactica con uso de
tecnologia.
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Irracionalidad de v/2: demostracion clasica
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Irracionalidad de v/2: demostracion clasica

Argumento por contradiccion.
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Irracionalidad de v/2: demostracion clasica

Argumento por contradiccion. Supongamos que /2 es racional,
entonces existen enteros p y ¢, primos relativos, tales que v2 = =

Elevando al cuadrado y multiplicando por g se tiene: p> = 24, (). De
esto concluimos que p? es par, entonces p también lo es, es decir,

p = 2k. Elevando al cuadrado en esta ecuacion y sustituyendo en (x)
se concluye que ¢ = 2k%. Argumentando igual que antes, g debe ser
par, contradiciendo que p y ¢ se eligieron primos relativos.
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Irracionalidad de v/2: demostracién geométrica
(Apostol, 2000)
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Irracionalidad de v/2: demostracién geométrica
(Apostol, 2000)

~~~~~
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Figura: Dos triangulos rectangulos isésceles de lados enteros
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Irracionalidad de v/2: una alternativa didactica con uso
de tecnologia.
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Irracionalidad de v/2: una alternativa didactica con uso
de tecnologia.
Contexto del desarrollo de las tareas

@ Un curso de calculo elemental de una licenciatura en
matematicas aplicadas en una universidad publica de México.

Fernando Barrera Mora barrera@uaeh.edu.mx La irracionalidad de +/2: una experiencia en el aula



Irracionalidad de v/2: una alternativa didactica con uso
de tecnologia.

Contexto del desarrollo de las tareas

@ Un curso de calculo elemental de una licenciatura en
matematicas aplicadas en una universidad publica de México.

© Una de las ideas centrales del curso fue, que los estudiantes
desarrollaran tareas en donde tuvieran la oportunidad de

reflexionar acerca de las propiedades de los diferentes sistemas
numéricos, y su relacion con el concepto de funcién.

Fernando Barrera Mora barrera@uaeh.edu.mx La irracionalidad de /2: una experiencia en el aula



Irracionalidad de v/2: una alternativa didactica con uso
de tecnologia.

Contexto del desarrollo de las tareas

@ Un curso de célculo elemental de una licenciatura en
matematicas aplicadas en una universidad publica de México.

© Una de las ideas centrales del curso fue, que los estudiantes
desarrollaran tareas en donde tuvieran la oportunidad de
reflexionar acerca de las propiedades de los diferentes sistemas
numeéricos, y su relacion con el concepto de funcion.

@ Poblacién estudiantil: 20 estudiantes, edad promedio 18 afos.
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Irracionalidad de v/2: una alternativa didactica con uso
de tecnologia.

Contexto del desarrollo de las tareas

@ Un curso de calculo elemental de una licenciatura en
matematicas aplicadas en una universidad publica de México.

© Una de las ideas centrales del curso fue, que los estudiantes
desarrollaran tareas en donde tuvieran la oportunidad de
reflexionar acerca de las propiedades de los diferentes sistemas
numeéricos, y su relacion con el concepto de funcién.

© Poblacién estudiantil: 20 estudiantes, edad promedio 18 anos.

@ Dos participantes, Leonardo e Issac con entrenamiento para
olimpiadas de matematicas nacionales.
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Irracionalidad de v/2: una alternativa didactica con uso
de tecnologia.

Contexto del desarrollo de las tareas

@ Un curso de calculo elemental de una licenciatura en
matematicas aplicadas en una universidad publica de México.

© Una de las ideas centrales del curso fue, que los estudiantes
desarrollaran tareas en donde tuvieran la oportunidad de
reflexionar acerca de las propiedades de los diferentes sistemas
numeéricos, y su relacion con el concepto de funcién.

© Poblacién estudiantil: 20 estudiantes, edad promedio 18 anos.

@ Dos participantes, Leonardo e Issac con entrenamiento para
olimpiadas de matematicas nacionales.
@ Un participante invitado al curso, Inti (once anos).

Q El curso se desarrollé en estrecha colaboraciéon con otro, que tuvo
por objetivo resolver problemas con el uso de tecnologia.
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Primer Episodio: Exploracidén y primeras estrategias
de solucién de las tareas
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Primer Episodio: Exploracidén y primeras estrategias
de solucién de las tareas

@ Construir una tabla con una hoja de calculo, por ejemplo Excel, en
la que se muestren los enteros positivos, sus cuadrados y su
doble. Se pidi6 a los estudiantes, con el uso de la tabla, verificar
que la ecuacion x*> = 2y? no tiene soluciones enteras distintas de
cero.
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Primer Episodio: Exploracidén y primeras estrategias
de solucién de las tareas

@ Construir una tabla con una hoja de calculo, por ejemplo Excel, en
la que se muestren los enteros positivos, sus cuadrados y su
doble. Se pidi6 a los estudiantes, con el uso de la tabla, verificar
que la ecuacion x> = 2y? no tiene soluciones enteras distintas de
cero.

© Observacion de Inti. “hay nimeros en las colunmas segunda y
tercera que son casi iguales, por ejemplo 1y 2;8y 9; 49 y 50; 299
y 288"
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Primer Episodio: Exploracidén y primeras estrategias
de solucién de las tareas

@ Construir una tabla con una hoja de calculo, por ejemplo Excel, en
la que se muestren los enteros positivos, sus cuadrados y su
doble. Se pidi6 a los estudiantes, con el uso de la tabla, verificar
que la ecuacion x> = 2y? no tiene soluciones enteras distintas de
cero.

© Observacion de Inti. “hay nimeros en las colunmas segunda y
tercera que son casi iguales, por ejemplo 1y 2;8y 9; 49 y 50; 299
y 288"

©Q A partir de la Observacion de Inti, la discusion tomo una ruta no
prevista por el profesor.
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Primer Episodio: Exploracidén y primeras estrategias
de solucién de las tareas

@ Construir una tabla con una hoja de calculo, por ejemplo Excel, en
la que se muestren los enteros positivos, sus cuadrados y su
doble. Se pidi6 a los estudiantes, con el uso de la tabla, verificar
que la ecuacion x> = 2y? no tiene soluciones enteras distintas de
cero.

© Observacion de Inti. “hay nimeros en las colunmas segunda y
tercera que son casi iguales, por ejemplo 1y 2;8y 9; 49 y 50; 299
y 288"

© A partir de la Observacion de Inti, la discusion tomo una ruta no
prevista por el profesor.

Q ;Qué significa que “hay nimeros en las colunmas segunda y
tercera que son casi iguales”? Después de una discusion hubo
consenso y se llegé a: la ecuacion x*> — 2y> = +1 tiene soluciones
enteras diferentes de cero: (1, 1), (3,2), (7,5), (17,12).
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Continuacién: primer episodio
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Continuacién: primer episodio

@ Algunos estudiantes notaron que
x? —2y? = (x +yv2)(x — yv/2) = £1 y preguntaron, “;cémo se
pueden obtener mas soluciones de x> — 2y> = +17?”
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Continuacién: primer episodio

@ Algunos estudiantes notaron que
X2 —2y? = (x + yV2)(x — yv/2) = £1 y preguntaron, “;como se
pueden obtener mas soluciones de x> — 2y> = +17?”

© El profesor sugiri6 a los estudiantes usar un CAS para calcular
(14 +/2)", para varios valores de n y observar los coeficientes en
la expansién y su relacion con las soluciones encontradas.
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Continuacién: primer episodio

@ Algunos estudiantes notaron que
X2 —2y? = (x + yV2)(x — yv/2) = £1 y preguntaron, “;como se
pueden obtener mas soluciones de x> — 2y> = +17?”

© El profesor sugiri6 a los estudiantes usar un CAS para calcular
(1 ++/2)", para varios valores de n y observar los coeficientes en
la expansion y su relacion con las soluciones encontradas.

© Se pidio a los estudiantes justificar por qué (1 + v2)" = x, + y,V/2,
con x,, y, enteros positivos. También se pidio justificar que

(1 - \@)” = Xn — yn\@-
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Continuacién: primer episodio

@ Algunos estudiantes notaron que
X2 —2y* = (x + yv2)(x — yv/2) = %1 y preguntaron, “;como se
pueden obtener mas soluciones de x> — 2y> = +17?”

© El profesor sugiri6 a los estudiantes usar un CAS para calcular
(1 ++/2)", para varios valores de n y observar los coeficientes en
la expansion y su relacion con las soluciones encontradas.

© Se pidi6 a los estudiantes justificar por qué (1 +v2)" = x, + y,V/2,
con x,, y, enteros positivos. También se pidio justificar que
(1 —V2)" = x, — yaV/2.

Q Los estudiantes lograron justificar que (x,,y,) es solucién de
x?> — 2y* = +1, de manera mas precisa, justificaron que (x,,y,) s
solucidn de x> — 2y> = 1, exactamente cuando » es par.
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Continuacion: primer episodio

@ Algunos estudiantes notaron que
X2 —2y* = (x + yv2)(x — yv/2) = %1 y preguntaron, “;como se
pueden obtener mas soluciones de x> — 2y> = +17?”

© El profesor sugiri6 a los estudiantes usar un CAS para calcular
(1 ++/2)", para varios valores de n y observar los coeficientes en
la expansion y su relacion con las soluciones encontradas.

© Se pidi6 a los estudiantes justificar por qué (1 +v2)" = x, + y,V/2,
con x,, y, enteros positivos. También se pidio justificar que
(1 —V2)" = x, — yaV/2.

Q Los estudiantes lograron justificar que (x,,y,) es solucién de
x?> — 2y* = £1, de manera mas precisa, justificaron que (x,,y,) s
solucion de x> — 2y? = 1, exactamente cuando » es par.

. 7 X,
© También observaron que - — /2 cuando = crece.
yl’[
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Segundo episodio:Presentacion de argumentos
formales
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NSNS
Segundo episodio:Presentacion de argumentos
formales

@ En esta etapa se pidid probar que x> = 2y? no tiene soluciones
diferentes de cero.
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Segundo episodio:Presentacion de argumentos
formales

@ En esta etapa se pidié probar que x> = 2y no tiene soluciones
diferentes de cero.

© Después de aproximadamente 10 minutos, Leonardo pregunté:
“¢ puedo exponer una idea para ver si funciona?”. El profesor
pidi6 a todos escuchar con atencién. Leonardo inici6 con otra
pregunta: “spuedo usar que los numeros enteros se representan
como producto de primos?”
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Segundo episodio:Presentacion de argumentos
formales

@ En esta etapa se pidid probar que x> = 2y? no tiene soluciones
diferentes de cero.

© Después de aproximadamente 10 minutos, Leonardo pregunté:
“¢puedo exponer una idea para ver si funciona?”. El profesor
pidié a todos escuchar con atencién. Leonardo inicié con otra
pregunta: “¢puedo usar que los numeros enteros se representan
como producto de primos?”

© Argumento de Leonardo: Si x = p; - - - p;, entonces
x> =pi---pp1 - P, €S decir, el cuadrado de todo entero tiene un
namero par de factores primos; como 2 es primo, entonces 2y”
tiene un numero impar de factores primos, por lo que no se puede
que x? = 2y°.
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Segundo episodio:Presentacion de argumentos
formales

@ En esta etapa se pidié probar que x> = 2y no tiene soluciones
diferentes de cero.

© Después de aproximadamente 10 minutos, Leonardo pregunté:
“¢puedo exponer una idea para ver si funciona?”. El profesor
pidié a todos escuchar con atencién. Leonardo inicié con otra
pregunta: “¢puedo usar que los numeros enteros se representan
como producto de primos?”

© Argumento de Leonardo: Si x = p; - - - pi, entonces
x> =pi---pp1 - P, €S decir, el cuadrado de todo entero tiene un
nGmero par de factores primos; como 2 es primo, entonces 2y?
tiene un numero impar de factores primos, por lo que no se puede
que x* = 2y°.

©Q Unos minutos después, Leonardo dijo que su argumento
“funciona” para cualquier primo p.
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Tercer episodio: generalizacion y extension de
resultados
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Tercer episodio: generalizacion y extension de
resultados
@ En la discucién surgieron preguntas como:
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Tercer episodio: generalizacion y extension de
resultados

@ En la discucion surgieron preguntas como:

@ Para un primo dado p, ¢como encontrar soluciones de la ecuacion
x> — py* = £1 (Ecuacion de Pell).
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Tercer episodio: generalizacion y extension de
resultados

@ En la discucion surgieron preguntas como:
@ Para un primo dado p, ¢cémo encontrar soluciones de la ecuacién
x*> — py* = £1 (Ecuacion de Pell).
@ ;Para cuales primos p, la ecuacion x> — py?> = —1 tiene solucion.
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Tercer episodio: generalizacion y extension de
resultados

@ En la discucion surgieron preguntas como:
@ Para un primo dado p, ¢cémo encontrar soluciones de la ecuacién
x*> — py* = £1 (Ecuacion de Pell).
@ ¢ Para cuales primos p, la ecuacion x> — py?> = —1 tiene solucion.
© Sip se cambia por un entero d, libre de cuadrado, ¢es vd
irracional?
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Tercer episodio: generalizacion y extension de
resultados

@ En la discucion surgieron preguntas como:
@ Para un primo dado p, ¢cémo encontrar soluciones de la ecuacién
x*> — py* = £1 (Ecuacion de Pell).
@ ¢ Para cuales primos p, la ecuacion x> — py?> = —1 tiene solucion.
© Sip se cambia por un entero d, libre de cuadrado, ¢es vd
irracional?

© El papel de SAGE (Software for Algebra and Geometry
Experimentation), en la respuesta a la pregunta 1.
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I
Conclusiones
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I
Conclusiones

@ Las caracteristicas de un sistema computacional, brindan a los
estudiantes la oportunidad de explorar diferentes aspectos del
pensamiento matematico y posibles generalizaciones de un
problema.
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I
Conclusiones

@ Las caracteristicas de un sistema computacional, brindan a los
estudiantes la oportunidad de explorar diferentes aspectos del
pensamiento matematico y posibles generalizaciones de un
problema.

© El uso de un software, al resolver casos particulares y a partir de
esto formular conjeturas, permite a los estudiantes reconocer la
necesidad de utilizar diferentes tipos de argumentos, incluyendo
los formales.
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I
Conclusiones

@ Las caracteristicas de un sistema computacional, brindan a los
estudiantes la oportunidad de explorar diferentes aspectos del
pensamiento matematico y posibles generalizaciones de un
problema.

© El uso de un software, al resolver casos particulares y a partir de
esto formular conjeturas, permite a los estudiantes reconocer la
necesidad de utilizar diferentes tipos de argumentos, incluyendo
los formales.

© El uso sistematico de un software, al resolver tareas de
aprendizaje, puede ayudar a los estudiantes a establecer
conexiones entre diferentes conceptos matematicos.
(irracionalidad de v/d, aproximaciones, soluciones de ecuaciones
diofanticas, entre otros).
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I
Conclusiones

@ Las caracteristicas de un sistema computacional, brindan a los
estudiantes la oportunidad de explorar diferentes aspectos del
pensamiento matematico y posibles generalizaciones de un
problema.

© El uso de un software, al resolver casos particulares y a partir de
esto formular conjeturas, permite a los estudiantes reconocer la
necesidad de utilizar diferentes tipos de argumentos, incluyendo
los formales.

© El uso sistematico de un software, al resolver tareas de
aprendizaje, puede ayudar a los estudiantes a establecer
conexiones entre diferentes conceptos matematicos.
(irracionalidad de v/d, aproximaciones, soluciones de ecuaciones
diofanticas, entre otros).

Q La creatividad matematica en el salén de clase (Leonardo e Inti),
debe ser estimulada y estudiada sistematicamente (Sriraman,
2004, p. 32).
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