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Nota

En las siguientes paginas se mencionan algunas aplicaciones del algebra lineal, mismas que se
presentaron dentro del marco del primer curso intersemestral del CUF sobre algebra lineal y sus
aplicaciones, del 21 de junio al 2 de julio del 2010 en la UAEH. La primera parte de este curso

(del 21 al 25 de junio), fu¢ impartida por el Dr. Fernando Barrera Mora del Centro de Investigacion
en Matematicas (CIMA) de la UAEH. El presente documento no contiene el material de la primera
parte y se enfoca inicamente en la segunda parte del curso (del 28 de junio al 2 de julio), la cual
estuvo a mi cargo.

JV
Mineral de la Reforma, Julio 26 del 2010.
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1 . Geometria de las transformaciones lineales

Objetivos:
1. detectar direcciones invariantes de las transformaciones lineales en el plano.

2, Adquirir una idea cualitativa de la deformacion del espacio.

T :IR> > IR* transformacion lineal: V X, X X ZEIRz, xXE€IR setiene que,

I T(X,+X,)=T(X)+T(X,)
2. T(x X )=aT(X)

ax,+bx, Vi

)

a b
c d

M= X - T(X)=4X = = =Y=

X, X,| |cx,+dx,

Pregunta: ¢Como transforma T objetos geométricos basicos tales como lineas rectas
que continenen al origen y circulos unitarios con centro también en el origen?



1 . Geometria de las transformaciones lineales

Regiones de interés en el espacio
Regiones invariantes: S={X:T(X)ES|
Regiones que se “colapsan:” K ={X:T(X)=0/ (ntcleo o “kernel” de T)

Dentro de las regiones invariantes nos interesaran, en particular, aquellas tales que para
cada X e S, T(X)=AX. Estomotiva las siguientes definiciones:

Definicion 1: sea A una matriz cuadrada de tamano n. X (vector n-dimensional) se dice
un eigenvector de A con eigenvalor A (escalar), siy s6lo si AX = AX. Un tal X también se
denomina vector propio de A; similarmente, A suele denominarse con frecuencia

valor propio de A.

Definicion 2: si E(A) := {X : AX = AX} es tal que el subespacio trivial {0} es un subespacio

propio de E(A), entonces a este ultimo se le denomina subespacio propio de A.

En las siguientes paginas, dada una matriz cuadrada de tamano dos, A, ubicaremos
visualmente sus subespacios propios.



1 . Geometria de las transformaciones lineales

Procedimento:

1. Dibujar un “n-erizo unitario” (n rayos de longitud uno que emanan del origen)

2. Obtener las imagenes de cada uno de estos rayos bajo la transformacién lineal 7.

3. Concatenar “cabeza con cola” cada rayo unitario (espina del erizo) con su imagen
(en ese orden). Cuando un rayo y su imagen se hallen alineados habremos encontrado
una direccion invariante de T, es decir, un direccion propia.

T(X)=AX
T(X)=AX

; i




1 . Geometria de las transformaciones lineales

Los ejemplos restantes de esta primera seccion constan de dos partes.

En la primera parte se presenta la imagen (fig. 2) de un erizo unitario (fig. 1) bajo una
transformacion lineal 7' dada por una matriz A. La figura 3 representa la concatencacion
de n=20 rayos unitarios y sus correspondientes imagenes; es decir, se dibujaron,
cabeza-con-cola, cada uno de los rayos del erizo unitario (en rojo) seguidos por sus
imagenes (en azul). La figura 4 representa la circunferencia unitaria (en rojo) y su imagen
bajo T (en azul). Todas las imagenes de esta primera parte fueron creadas con el programa
v1t.m Mayor informacion sobre las figs. 3 y 4 se presenta después de las graficas.

En la segunda parte se presenta una imagen . jpg (reloj) y su transformacion bajo 7.
La imagen de la transformacién fué creada utilizando el archivo imtran.m

El ejemplo 3 no tiene imagen asociada pues esta no es apreciable debido a las
caracteristicas particulares de la transformacion T.

Las instrucciones de uso de los archivos vlt.m e imtran.m se encuentran dentro
de los programas mismos (se debe emplear Matlab o bien Octave para ejecutarlos).

NOTA: los programas parecen correr mas lentamente en Octave que en Matlab.


http://www.gnu.org/software/octave/

3 2
1 2

Ejemplo 1. A ; A,=4, A,=1. Enlafig.4, P,’ (P,') eslaimagende P, (P,)

[dentity (n=20) n=20 A=[3 2,1 2] lambdal = 4 larmbda2 = 1
1 T T T T T T T T T T T
251 8
nar 8
2 -
06 8
16+ 8
0.4+ b 1k R
02 . 05+ -
1 = of - - of -
02k ] Qs5rF i
Ak 4
04k 4
1AF 8
OB 8
iy )™ 4
ngt 4
o5k 4
1 1 | 1 1 1 | | | 1 1 |
1 n.s ns 1 3 2 1 1 2 3
X L
A=[3 2;1 2] lambdal =4 lambdaZ =1 n=20 A=[3 21 2] lambdal = 4 lambdaZ =1
3r 4
2- ]
1F 4
= 0OF E
qF 4
2F 4
At 4
1 1 1 1 1 1 | | 1 1 | | 1 1 1 1
3 2 1 1 2 3 4 -3 2 1 1 2 3 4



Ejemplo 1. A=

n="20 A=[3 2,1 2] larmbdal = 4 lambdal = 1 ( A )
' ' ' ' ' ' ' ' Vi
Eigenvectores: 3
2_
2
Vi— (A1:4) 1L
1
= OF
At
|
Vo= (AZ_ ) 2
—1
atb
4 3 2 1 ; 1 2 3 4
®
(Vz:Az)

Note que las direcciones propias de A (lineas en gris) no tienen por qué coincidir con los
semlejes de la imagen del circulo unitario bajo A (flg 4, paginas mgmentes), los cuales son
siempre perpendiculares y son las direcciones propias asociadas con 4’ 4; de hecho, A
podria no tener direcciones propias asociadas, como lo es en el caso de elgenvalores con
parte imaginaria distinta de cero (ejemplo 2).



0 2]; A=4, A,=1

Ejemplo 1. A= [

Ahora demostramos que la imagen del circulo unitario, C, es una elipse, C’, y calculamos los
tamanos de los semiejes mayor y menor. Usaremos un sistema de coordenadas adecuado.
1) 2 =2

Observemos que A es invertible y que de hecho A4 = 111 3

Circulo unitario: C={X=[x, x,]": X' X=x]+x.=1}
Imagen del circulo unitario: C'={Y=[y, »,]': Y=4X y X€C]
Ahora, si Y=AX entonces X=A4 'Y ,luego 1=X'X=(4"'Y) (47 Y)=Y"(4747)Y ¢

Un calculo sencillo muestra que:

cuyos eigenvalores son: H; =9+ V65, 1 ,=9— V65

A—tA—IZL[ 5 —7‘

7 13

1
y eigenvectores unitarios: W, = J130—-865

] v el
-7 |7 % J130—8+65 |4—65



3 2

: 2],- A=4,A,=1

Ejemplo 1. A= [

El cambio de variables Y =0Z endonde O=[w, w,] v Z=|z, z,|' dacomo
resultado, substituyendo en (*) :

2 2
=Y (A" A Y=2'0" (4" 47" )0Z=p, 2, >+, z,"= le )

iy

A=[3 2,1 2] larmbdal = 4 larnbdaZd = 1

la cual es la ecuaciéon de una elipse en

forma canénica en la base {w,, w, |

.. 1
con semiejes mayor T ~ (0.968
Hi

y menor —~4.131 1 -
Hy —— W,
Vi,

Nota: Una forma alternativa (quizas incluso
mas natural) de encontrar la orientacion

de la elipse en azul asi como los tamaros

de sus semiejes, se discute en el archivo 3 > q 0 »i 7 3
vit.m &




Ejemplo 1. A=

X A=3 21 2 lambdal=4 lambdaZ=1

Mote: image has been scaled down to 67 % of its orignal size



Ejemplo 2.

0.5

0.6

0.4

n.z2

-2

-3

A=

1 -1
2 3

[dentity (n =20}

; Alz

A=[1-1;2 3]

lambdal = 2+

0.5

lambdaZ = 2-i

n=20 A=[1-1;2 3]

lambda2 = 2-i

n=20 A=[1-1;2 3

lambdal = 2+
1 1
0 1
¥

lambdal = 2+

lambdaZ = 2-i




Ejemplo 2.

150

A= -1;2 3] lambdal=2+i lambdaZ=2-i

MOTA: debido a su tamario, la imagen transformada aparece
al 67 % de sus dimensiones originales



_|13 2

S 7|7 A=—0.2361, A, =4.2361

Ejemplo 3. A

Identity (n=20) n=20 A=[3 2,2 1] lambdal = -0.2361 lambda2 = 4.2351

08r .

0.4 .

n2r .

-1 -0.8 1] 0.5 1 -3 -2 -1 1] 1 2 3
X X

n=20 A=[32,21] lambdal = -0.2361 lambda2 = 4.2361 n=20 A=[3 2,2 1] lambdal = -0.2361 larbda2 = 4.2361




Ejemplo

4.

02 -1
-2 0.5/’

[dentity (n =20}

A

08r

ner

0.4

n2r

02 F

04F

NEF

08r

A=[02 -1,

-0.8 1] 0.
X

2 0.5

]

lambdal = -1.0721 lambda2 = 1.7721

o5t

05 F

. le'

1581

a5t

1.4

0.4

04

-15

A, =—1.0721, A,=1.7721

n=20 A=[02-1,;-2058 lambdal =-1.0721 lambdaZ = 1.7721

n=20 A=[02-1,;-2058 lambdal =-1.0721 lambda2 = 1.7721




Ejemplo 4.

0.2 -1

A=
7 o

]; A, =—1.0721, A,=1.7721

A=[02 -1;-2 0.5] lambdal = -1.0721 lambdaZ = 1.7721



1. Geometria de las transformaciones lineales

Ejercicios: utilizando el programal v1t .m disponible en la pagina web, obtener figuras
similares a las anteriores para cada una de las sigueintes marices:

1. reflexion c.r. al eje y 2, reflexion c.r. a linea y=x 3. proyeccion sobre eje x
-1 0 0 1 1 0
4 [ 0 1 4 1 0] 4 0 0
4. proyeccion sobre 5. rotacion de 60 grados ~. Describa un algoritmo
linea y=3%2 x en sentido horario. para encontrar las
_ _ direcciones de maximay
[ i \/§ 1 -3 minima deformacion del
— = 5 Ty circulo unitario bajo la
qy=4 4 A= transformacion X - AX
33 V3ol
b 2 2

8. Haga un anaélisis para las figuras 4 (deformacion del circulo unitario) de los ejemplos
2. 3y 4, similar al del ejemplo 1. También para cada uno de estos ejemplos calcule las
direcciones propias y verifique que sus respuestas estan de acuerdo con la figura 3.



2 . Grafos, digrafos y sus aplicaciones

Grafos son objetos usados muy frecuentemente para describir las relaciones entre los
elementos de un conjunto finito. Por ejemplo, enlaces entre los nodos de una red

de telecomunicaciones, dinamica entre dos o mas tipos de poblaciones (modelos
presa-depredador), conexiones en una red de profesionistas, descripcidon de los resultados
de una competencia (torneos), etc.

Def.: Grafo G: conjunto formado por un nimero finito de puntos, llamados nodos o
vértices, y lineas que unen pares de nodos (o bien a un mismo nodo) llamadas aristas.

lazo o circuito
G

" nodos adyacentes



2 . Grafos, digrafos y sus aplicaciones

Def. sea G un grafo con n nodos, entonces su matriz de adyacencia, 4(G)€IR"*" se define
como:

1 sinodos i, json adyacentes

0 sinodos i, jno son adyacentes

N
S
I
-

Obs: las matrices de
0 :
2 é 3 - : adyacencia de grafos son
simétricas.

U

1 Q Una permutacion de los

4 renlgones de A(G) corresponde
a una permutacién o
renombramiento de los
nodos de G.

p—ap—a;—no
p—ap—aOp—a

o OO =
_—0 O M



2 . Grafos, digrafos y sus aplicaciones

Defs.:

1. Trayectoria: sucesion de aristas en un grafo que permiten viajar de un nodo a otro
de manera continua.

2. Longitud de una trayectoria: nimero de aristas que contiene una trayectoria (las aristas
pueden repetirse). k-trayectoria = trayectoria con k aristas.

3. Trayectoria simple: una arista no se recorre mas de una sola vez

4. Trayectoria cerrada:la trayectoria comienza y termina en el mismo nodo.

1341 esuna 3-trayectoria simple cerrada.
13441 es una 4-trayectoria simple cerrada.

214413 es una 5-trayectoria (la arista entre los nodos 1y 4
se cuenta dos veces).




2 . Grafos, digrafos y sus aplicaciones

Pregunta: dados dos nodos de un grafo G, écomo podemos saber el nimero de
k-trayectorias entre esos dos nodos?

(Respuesta)

Lema 1: sea G un grafo y A(G) su matriz de adyacencia. Entonces el namero de
k-trayectorias entre los nodos iy j es igual al valor de (Ak),.j
Ejercicio 1: probar el lema 1. A continuacion solo ilustraremos el lema 1 para el caso
k=2 (2-trayectorias), cuando G tiene solamente cuatro vértices y estamos interesados
en determinar el nimero de 2-trayectorias entre los vértices 3y 2 de G.

2y _—

Entonces (A4°),,#0 siy solo si alguno de los sumandos es distinto de cero (de hecho,
igual a uno). Supongamos, por ejemplo, que a,,a,,=1, entonces a;;=1y a,,=1,
por lo tanto existe una arista entre los vértices 3 y 1, y otra entre los vértices 1y 2,

por lo tanto existe una 2-trayectoria entre los vértices 3 y 2. Asi, el nimero de sumandos
distintos de cero, es decir, el valor de ( Az) es el namero de 2-trayectorias entre los

vértices 3y 2 del grafo G. *



2 . Grafos, digrafos y sus aplicaciones

Hint para la demostracion del lema 1: utilice induccion sobre k para calcular el nimero de
k-trayectorias entre los vértices 1 y j de G.

Ejercicio 2: calcule el namero de 3 y 4-trayectorias entre los vértices 1y 4 de cada uno de
los grafos abajo incluidos. ¢Puede enlistarlas todas?

G H

Ejercicio 3: demuestre o de un contraejemplo del siguiente enunciado: es posible que
un grafo G tenga una k-trayectoria entre los vértices 1y j, pero que no tenga una
(k+1)-trayectoria entre esos mismos vértices.



2 . Grafos, digrafos y sus aplicaciones

Ejercicio 4: sea G un grafo con n nodos. Dados cualesquier nodos, 1, j, encuentre una cota
superior para el nimero de k-trayectorias entre tales nodos.

Def.: un digrafo (“grafo dirigido”) es un grafo cuyas aristas poseen orientacion.

1 4
N
7 . :
_ 0 1 0 1
A(G) = 1 01 O
1 0 0 O
O 1 0 O
. | .
_ /
2 3 Matriz de adyacencia de D
D

Las matrices de adyacencia para los digrafos se definen de la misma forma que para los
grafos, con la diferencia de que las primeras no son necesariamente simétricas.



2 . Grafos, digrafos y sus aplicaciones

Ejercicio 5: dado un digrafo D con n nodos, écuando sera A(D) simétrica?

Para distinguir entre las trayectorias de un grafo y un digrafo, nos referiremos a
k-trayectorias dirigidas en el caso de digrafos.

Nota importante: las aristas de una k-trayectoria dirigida solo pueden recorrerse en una
direccion (este no era el caso de los grafos).

Ejercicio 6: icomo cambia su respuesta al ejercicio 3 en el caso de digrafos?

Ejercicio 7: éexiste un lema analogo al lema 1 en el caso de digrafos?



2 . Grafos, digrafos y sus aplicaciones

Aplicaciones en torneos.

Escenario: cinco jugadores de tenis se enfrentan en un torneo “round-robin” (todos contra
todos). Los resultados de los torneos (isin tomar en cuenta los marcadores!) se pueden
representar en un digrafo. Una arista dirigida del nodo 1 al j significa que el jugador 1

se enfrentd y venci6 al jugador .

1 2 3 4 5
O 1 1 O 1] 1erlugar
O 001 0 = 3er lugar
2 {i g AD)=10 1 0 0 0| = 3er lugar
- / 1 01 0 Of =
O 1 1 1 O] a1erlugar
1| |3
4 1| |1
N 4 Vectorde # partidos ganados = 4(D)1,=A(D)|1|=|1
1| |2
1| |3

Pregunta: équé tan justa es esta evaluacion?



2 . Grafos, digrafos y sus aplicaciones

1
Los jugadores 1y 5 han quedado en primer lugar, pero

1 podria argumentar que merece el primer lugar dado
que vencio a 5.

2 { 5 Similarmente, el jugador 3 puede argumentar que, dado
> / que vencio a 2, deberia de quedar a un nivel mas alto que
este itimo. Sin embargo, 2 podria decir que tiene dos
victorias indirectas pues derrot6 a 4 quien as u vez derrot6
a 3y a1 quien fuera declarado campeo6n; ademas, 3 tiene
{ solamente una victoria indirecta.

Una forma de intentar solucionar el empate es considerando la suma de las victorias directas
e indirectas.

Una victoria indirecta = 2-trayectoria sobre el digrafo. (Necesitamos ver 4°(D).)

o110 fo 1 toffo2120
0001000010 |1 0100 ! tiene dos

A(D)=[0 1 0 0 00 1 0 0 0=0 0 0 1 0  victorias
1 01001l 0100 (02101 s
01 1 1001 1 10 |1 1110




2 . Grafos, digrafos y sus aplicaciones

3 .5. 8 1er lugar (1)
victorias directas 1| |2] (3 4to lugar
+ = (A(D)+A2(D))15: 1+|1]=]|2 5to lugar
victorias indirectas 2l lal |6 ser lugar (4)
30 |4 |7

Obs:

1. las victorias indirectas resuelven los empates en este caso, pero no siempre lo
haran.

2. Las matrices de adyacencia no toman en cuenta los marcadores, lo cual no siempre
es “justo.”

Proyecto 1:

(a) obtenga matrices de torneo para los grupos A — H del mundial de fatbol 2010.
¢Coincide su clasificacion con la oficial?

(b) En el caso de los lideres de grupo definidos por diferencia de goles, idee una forma
de definir matrices de adyacencia pesadas (en lugar de asignar un 1 o un 0, asigne otro
namero que dependa del nimero de goles anotados Por ejemplo, un marcador 4:1
corresponderla a una arista con peso de 4°—1°=15 (o algun otro peso que usted crea
sea mas justo). Vuelva a hacer la clasificacion. ¢Obtiene el mismo resultado?


http://es.fifa.com/worldcup/matches/groupstage.html

2 . Grafos, digrafos y sus aplicaciones

Ejemplo: consideremos los resultados del Grupo A (Francia, México, Sudafrica y Uruguay),
recordemos que México pasé en vez de Sudafrica, por diferencia de goles. Aqui trataremos
de dar un algoritmo que permita clasificar los equipos de manera mas “econémica” (menos
pasos) a la vez que mas “justa,” en donde los goles (y no los partidos ganados) sean la base
del criterio de clasificacion.

Utilizaremos aristas “pesadas.” En caso de empate dibujaremos un par de aristas con
direcciones opuestas entre los nodos de los equipos correspondientes, el peso de dichas
aristas sera igual al nimero de goles anotados. En caso de triunfo, se dibuja una arista del
nodo del equipo campe6n al nodo del equipo derrotado y se le asigna un peso igual a la
diferencia (positiva) de los cuadrados de los goles anotados por los equipos:

w k~ O O
_—0 O

o — O O

|
oo o o




2 . Grafos, digrafos y sus aplicaciones

Entonces,
10
AD)N=| ] -
5| 5| Yy porlotanto Uruguay y México pasan.
4

La idea de estos métodos de clasificacion es que puedan automatizarse a la vez que
consideren el desempenfio de los equipos. El criterio para asignar pesos a las aristas visto
previamente, no toma en cuenta el que un equipo pierda por una diferencia de goles
considerable (las derrotas siempre se consideran como ceros).

Evidentemente hay muchos criterios de clasificacion. Durante la clase se present6 un
método de clasificacién para el mismo ejemplo, distinto al de arriba.



2 . Grafos, digrafos y sus aplicaciones

Aplicaciones en ecosistemas (sistemas bioldgicos)

Proyecto 2: considere el siguiente digrafo de un pequeio ecosistema simulado.

Una flecha dirigida del nodo a al nodo b
significa que la especie del nodo a tiene como
fuente de alimento a la especie del nodo b.

Planta

Construya la matriz de adyacencia A de este
ecosistema y conteste las siguientes pregunas:

Insecto (a) ¢Qué especie tiene mas fuentes directas de
alimento?

(b) éQué especie es la fuente de alimento directa
ez Pajaro para la mayoria de las otras especies?

AT

(¢) Sicesuna fuente de alimento de b y b es una fuente de alimento de a, decimos que ¢

es una fuente indirecta de alimento de a. Determine la especie o especies que tienen mas
fuentes indirectas de alimentos. Ahora determine la especie o especies que tienen mas fuentes
directas e indirectas de alimentos combinadas.



2 . Grafos, digrafos y sus aplicaciones

(d) Se ha detectado que ciertos contaminantes estan acabando rapidamente con las
plantas del ecosistema. Para preveer el efecto que esto tendra sobre las demas especies,
construya una nueva matriz de adyacencia B apartir de A, borrando la columna y
renglon correspondientes a las plantas, ahora repita los incisos (a) a (c). ¢Cudles son las
especies mas afectadas por la falta de plantas? éCudles son las especies menos afectadas?

(e) ¢Como podria ver el efecto sobre el ecosistema a largo plazo de la ausencia de
plantas?

Respuestas: (el modelo no considera que las plantas obtienen su energia y nutrientes del sol y del subsuelo)

Roedor
— R O Z Pz Pj I Pl
R 0 0 0 0 O 0 1
o 1 0 1 1 0 0 0
D)= Z 1 0 0 0 1 0 0
Insecto Pz, 0 0 O 0 0 1 |
zorr PP0 0 0 1 0 1 1
I 0 0 0 0 0 0 1
& . PO O O O O O O

Fez Fajaro



2 . Grafos, digrafos y sus aplicaciones

(a) se refiere al nodo o nodos con el mayor niimero de aristas salientes, dado que

A(D)1,=[1 3 2 2 3 1 0|, entonces osos y pdjaros son las especies con el mayor
namero de fuentes directas de alimento, seguidos por los zorros y peces, los roedores y
los insectos y finalmente las plantas.

(b) se refiere al nodo o nodos con el mayor nimero de aristas entrantes. Por inspeccion de
A(D), esta especie son las plantas (3), seguida de insectos, peces y roedores (2), zorros y
pajaros (1) y finalmente osos (0). (No6tese que esta lista no se obtiene de la lista en (a).)

(c) la primera parte de este inciso se refiere al nodo o nodos con el mayor niimero de
2-trayectorias.

A’1,=[0 5 4 1 3 0 O]t, por lo tanto los 0sos son la especie con el mayor ntimero
de “fuentes indirectas” de alimento (seguido por los zorros (4) , pajaros (3), peces (1) y
finalmente roedores, insectos y plantas (0)).

La segunda parte de estse inciso se refiere a la suma: (4+A4°) 1, 2[1 8 6 3 6 1 O]t

Los osos tienen entonces el mayor niimero de fuentes directas e indirectas de alimento (8).
Observe como los zorros, a pesar de tener el mismo namero de fuentes directas que los
peces, al considerar el nimero de fuentes indirectas, esta especie parece tener mas posibili-
dades de sobrevivir que los peces.



2 . Grafos, digrafos y sus aplicaciones

(d) Eliminando las plantas del ecosistema se obtiene la siguiente matriz de adyacencias:

R O Z Pz P I
R 0O 0 0 0 0 O
O 1 0 1 1 0 0
Z 1.0 0 0 1 0
Pz 0 0 0 0 0 1
Pi0 0 0 1 0 I
I 0 00 0 0 O

Los roedores e insectos no tienen fuentes de
alimento, entonces estas especies estan en
peligro de extincion.

El resto de este inciso se deja al lector para su
discusion.

(e) Desapareciendo roedores e insectos, se tiene la siguiente matriz de adyacencias para

el ecosistema restante:

C =

O Z Pz Pj
O 0 1 1 0
Z 0 0 0 1
P20 0 0 0
P00 1 0

Sin fuente de alimento, los peces estan proximos a
desaparecer del ecosistema, seguidos por los
pajaros, zorros y finalmente los osos. Los detalles
y discusion se dejan como ejercicio para el lector.



2 . Grafos, digrafos y sus aplicaciones

Aplicaciones en redes (propagacion de noticias)

Proyecto 3: la tabla de la derecha muestra la forma IS0 receptor(es)
en que un grupo de cinco personas estan conectadas via

“Instant messenger.” La columna del lado izquierdo 1 3,5
contiene los emisores de noticias y la del lado derecho o 3, 4

los receptores del correspondiente emisor. 5 -

(a) Encuentre un digrafo que modele esta red de 4 1,3
informacion y calcule su matriz de adyacencias. 5 o

(b) si definimos como un paso al tiempo que le toma a un emisor enviar la informacion a
su receptor o receptores, calcule el nimero de pasos que le tomaria a todos los miembros
de la red enterarse de una noticia si el portador inicial de la misma es el nodo 2.

(e.g., la informacion llega a los nodos 3 y 5 simultaineamente del nodo 1 en un paso.)

(c¢) Repita el inciso (b) si ahora el nodo 1 es el portador inicial de la noticia. ¢Como podria
encontrar a los nodos mas efectivos de diseminacion de la informacion? ¢Y a los menos
efectivos?

(d) Sea A la matriz de adyacencia de un digrafo con n nodos. Determine una forma para
saber si el nodo i se encuentra conectado el nodo j por alguna trayectoria (de cualquier
longitud).



2 . Grafos, digrafos y sus aplicaciones

1

(a)
1 23 45
- 100 1 01
: = ' 4200110
3000 01
4101 00
501000

Para contestar los inciso (b) y (¢) solamente hace falta calcular las potencias de Ay
sumarlas. Hacemos esto ahora:

O 1 1 0 2 0O 2 2 1 2
1 0 2 11 qiro1 3 1 3
A+4°=[0 1 0 0 1 A+A*+4°={0 1 1 1 1
1 0 2 0 2 1 2 2 0 3
01 110 1 1 2 101]
En dos pasos el nodo 2 ha logrado contaminar A pesar de que el nodo 2 contamina la red

a toda la red, pero no ha recibdo retroalimentacién entera un paso antes que el nodo 5, ambos nodos han
contaminado la red y recibido retroalimentacion en 3 pasos.



2 . Grafos, digrafos y sus aplicaciones

En un paso, el nodo 1 “contamina” a los nodos 3 y 5. De los calculos anteriores se sigue que en
dos pasos el nodo 1 ha contaminado al 2, mientras que tres pasos son necesarios para
contaminar al nodo 4. Por lo tanto, el nodo 1 necesita de 3 pasos para contaminar a toda la
red. Notese, sin embargo, que en tres pasos la informacién enviada por el nodo 1 atin no ha
regresado a su fuente de origen.

Por otra parte, los nodos 2 y 5 han contaminado a toda la red y recibido retroalimentacién en

tres pasos, no obstante, el nodo 2 contamina la red entera en dos pasos, mientras que el nodo
5 necesita de tres pasos para lograrlo. Por esta razén, diremos que el nodo 2 es el mas efectivo
como transmisor de noticias de entre todos los nodos de la red.

En tres pasos el nodo 3, a pesar de haber recibido retroalimentacion, no ha logrado
contaminar el nodo 1, por esta razén llamaremos a este nodo el menos efectivo de la red. Los
nodos 4 y 1 han contamninado a toda la red en tres pasos, pero atin no han sido
retroalimentados. El detalle de estas discusiones se deja al lector como ejercicio.

Este tipo de problemas también pueden considerarse en ataques cibernéticos. Por ejemplo, el
atacante tiene acceso a varios nodos de una red y le gustaria saber cual es el nodo mas
efectivo para que un virus se propage, o bien, le gustaria saber en qué nodo liberar un virus
de manera que este tarde méas en llegar a su verdadero destino, haciendo mas dificil su
rastreo.
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Nota: la nociéon de conexion entre nodos del ejercicio anterior, ha sido explotada
numerosas veces en distintos campos de la ciencia y del entretenimiento.

La idea de los “seis grados de separacion” o la “red humana,” sostiene que cualesquier

dos personas en el mundo son los extremos de una cadena de personas de longitud menor o
igual a seis. Por ejemplo, cualquier alumno que yo haya tenido es parte de una cadena de
personas de longitud maxima de cuatro entre ellos y el ganador de la quinta temporada

del concurso American Idol; es decir, hay tres grados de separacion entre cualquier

alumno mio (o persona que me conozca) y Taylor Hicks.

El nitmero de Erdos de un matematico X es igual al nimero de personas en una cadena
entre X y el matematico Paul Erdos, en donde la conexion entre dos nodos de la cadena
es establecida cuando estos nodos corresponden a matematicos que han escrito y
publicado un articulo juntos. Por ejemplo, el matematico Bélla Bollobas tiene niimero
de Erdos igual a uno pues tiene publicaciones conjuntas con Paul Erdos.

En el mundo del cine se define el nitmero de Bacon de un actor Z como el niimero de
personas en una cadena entre Zy el actor Kevin Bacon, en donde la conexién entre
dos nodos de la cadena es establecida cuando estos corresponden a actores que han
participado en una misma pelicula.


http://en.wikipedia.org/wiki/Six_degrees_of_separation#Mathematics
http://en.wikipedia.org/wiki/Six_degrees_of_separation#Mathematics
http://www.oakland.edu/enp/
http://www.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=189017
http://oracleofbacon.org/help.php

3. Descomposicion en valores singulares

Sea 4€R™" matriz de una transformacién lineal f:IR"—R"

En 1. nos preguntamos como deforma f a la esfera unitaria, es decir,
estudiamos la funcién f (X)=||4X||> con dominio definido por la condicién ||X||*=1

También entonces observamos que 0< f (X )= (AX ) (AX)= X' (4" A) X=>A4'A>0

nXxn

yporlotanto 4'4€R tiene una base ortonormal de eigenvectores Vv,,V,, ..., V,

y eigenvalores no negativos A =A,=...=2A, =0
Asique (A'A)V =V diag(A,, A,,...,A,)
endonde V :=[v, v, --- v, |€EIR™" es una matriz ortogonal.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que los eigenvalores estan etiquetados en orden
decreciente, considerando la posibilidad de tener eigenvalores nulos.

ASA> - 2A>0, A, =A_,=A, =0

n

Def.: los valores singulares de A se definen de acuerdo con la expresion anterior como sigue:

O =VA 2 0,i=VA, =22 0,:=VA, >0,0,,=0,,,=0,=0



3. Descomposicion en valores singulares

Observaciones.:
1. la demostracion de que r = rango(A) se bosqueja mas adelante.

2 .un argumento de multiplicadores de Lagrange muestra que el maximo de la funcién
f(x)=|X|I* sobre la esfera unitaria (||.X ||=1), se alcanza precisamente en aquellos puntos
X que satisfacen que A4’ AX =A X, mas precisamente, los valores singulares de A son las
magnitudes de los semiejes del elipsoide imagen de la esfera unitaria. Esta es la conexion
con la aplicacion 1 (las deformaciones de la esfera unitaria son del tamafio de los valores
singulares de A).

1

Lema: sean ui::;Avi i=1,...,r, entonces y={u1 yeees u,,} es un conjunto ortonormal.
Prueba:
1 ‘1 1 A o
uguj:(_Avi) (_Avj):—VE(AtA)Vj: . vﬁvj: 0 l;é]
o. o . 0.0 . O.0 . 1 1=

l J LJ LJ
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Sir < m completemos y auna base ortonormal de IR™ (e.g., resolviendo el sistema U'X=0
en donde U :Z[u1 Uy ur] , y luego aplicando Gram-Schmidt sobre las soluciones
obtenidas). Sea B={u,,...,u,, u,,,, ..., u,}labase asi obteniday

U:=|u, u, - u,] clR™" (matriz ortogonal), entonces tenemos el siguiente

Teorema (Descomposicidon en valores singulares, DVS):
mXxn .
sea A€ER""" con valores singulares o, >0,>...0,>0 y o,,,=0, ,=...0,=0,

m

entonces para [ € R™*" Ve R™" matrices ortogonales definidas anteriormente y
p y g

0, x(n-r cR ™" setienenque AV =U2J2 ,

|
|
|
b Alternativamentel A=U X V'| —— (DVS)




3. Descomposicion en valores singulares

Observaciones.:

1. r=rango(A). Esto es es una consecuencia del siguiente resultado: si By C son

matrices invertibles, entonces rango(BA)=rango(A)=rango(AC) (simpre que los productos
estén bien definidos), entonces

rango (U 32V '\=rango(XV ")=rango(X)=r

2. Enunciamos los siguientes resultados sin demostracion, estas pueden encontrarse en [2]
o bien se le dejan al lector como ejercicios:

(i) y={u,,..., u.] esunabase ortonormal para el espacio columna de A.
(i) {#,.;,..-, U,} esuna base ortonormal para el espacio nulo de A
(111) {vl Y e Vr} es una base ortonormal para el espacio renglon de A.
(iv) (V.15 ---» V| esuna base ortonormal para el espacio nulo de A.

3. Las matrices Uy V no estan determinadas de manera tinica.



3. Descomposicion en valores singulares

Def.: las columnas de V son los llamados vectores singulares por la derecha, mientras que
las columnas de U son los llamados vectores singulares por la izquierda.

Def.: para cualquier matriz 4 € R”*" definimos su pseudoinversa o
inversa de Moore-Penrose como

AT =VITU’
|
g,
+ ‘ Orx(m—r) mXn
Endonde X := » €R
o, |
O(n—r)Xr | O(n—r)x(m—r)
|
Aplicaciones

(1) Minimos cuadrados: referimos al lector a [2] para la demostracion del siguiente

Lema: para cualquier matriz A y vector b, el sistema AX=b tiene una tinica solucion de
longitud minima, obtenida por el método de minimos cuadrados, la cual esta dada por

X ,=A"b



3. Descomposicion en valores singulares

(2) Compresion de imagenes.

La descomposicidon de valores singulares de A, (DVS) presentada anteriormente, tiene ademas
una forma la cual permite su facil aplicacion en el problema de compresion de imagnes:

A=ouv,'+...+ouv (DVS")

Se le deja al lector como ejercicio el verificar que (DVS') y (DVS) son la misma ecuacion.

Para ilustrar la utilidad de (DVS') consideremos la imagen 'pPenrose at blackboard-framed'
(ver mas adelante) de (418 x 339) pixeles. Cada pixel tiene asociado un valor en una escala de
grises de 0 a 255, lo cual significa que para almacenar dicha imagen se requiere de guardar

en la memoria de la computadora 141,702 niimeros en una matriz cuyas dimensiones
corresponden al tamafo de la representacion digital de dicha imagen y cuyas entradas son
nimeros enteros entre 0 y 255. Esto no pareceria representar un gran gasto de memoria, pero
pensemos en el caso de un satélite que envia fotografias a la Tierra de una region particular del
universo con una cierta frecuencia y durante un periodo prolongado de tiempo. En tal situacién
se requiere de una manera rapida y econémica para enviar la informacion de forma tal que esta
pueda ser interpretada correctamente como una imagen por una computadora en la Tierra.



3. SVD: ejemplos de compresioén de imagenes

Una manera de hacer lo anterior consiste en transmitir solamente una parte de la suma en
(DVS'), digamos los primeros k sumandos, en donde k<<r.

A=ocuv,' +...+ouv, +...+ouv, kDVS'

= A4 "
Describimos este procedimento a continuacion:

1. Cargar imagen y guardarla en la memoria de Matlab. De ser
necesario, la imagen se transfiere a una escala de grises, esto con
el objeto de agilizar el proceso de descomposicion en valores
singulares (imagenes a color requeriran de mayor espacio de
almacenamiento y por lo tanto mayor tiempo de computacion).

2 A partir de la imagen se obtiene una matriz de datos, A, que la
representa. La fotografia original puede recuperarse integramente
a partir de A, sobre la cual obtendremos su descomposicion en
valores singulares, es decir, se aplicaran las formulas DVS'y kDVS

Roger Penrose

3. Se obtiene la descomposicidon en valores singulares de A (formula DVS') y luego su
k-ésima suma parcial, es decir, la matriz 4, en kDVS', para un valor predeterminado de k.

4.4, sereinterpreta como una imagen y se desplega junto con la fotografia original para su
comparacion.


http://www.maths.ox.ac.uk/contact/details/rouse
http://www.bnl.gov/bnlweb/pubaf/pr/photos/2007/penrose-w.jpg

3. SVD: ejemplos de compresidén de imagenes

La descomposicion en valores singulares asi como la generaciéon de las imagenes se
realizo utilizando el archivo sivade.m;las instrucciones de uso de este archivo estan

dentro del mismo. _
Imgdauble=imZdoubled{lmgr)

@m "E m_"rl._m; -

e

Imagen original (55KB) Interpretacion de Matlab de la figura (14.4KB)

Debe tomarse en cuenta de que la interpretacion de Matlab de la fotografia original es
ya de por si comprimida, por ejemplo, en un primer paso, la figura original (izq.) se
convierte a una escala de grises. La descomposicion en valores singulares se hara sobre la

figura de la derecha.


http://www.spsu.edu/math/tiling/22.gif

=30 kth partial spectral sum of imZdaoubled =D kth partial spectral sum of im2doubled




=%D kth partial spectral sum of imZdoubled SWD kth partial spectral sum of im2doubled

k=3 k=4



SWD kth partial spectral sum of im2doubled =WD kth partial spectral sum of imZ2doubled




=%'D kth partial spectral sum of im2doubled 2RI Dt an ekl SR R o

k=7 k=8



=% kth partial spectral sum of imZdoubled =0 kth partial spectral sum of imZ2doubled

k=4



SWD kth partial spectral sum of im2doubled =D kth partial spectral sum of im2doubled

k=15 k=20



3. SVD: ejemplos de compresioén de imagenes

Ejercicio:

(a) obtener la descomposicion en valores singulares para la imagen de la figura al inicio de
esta seccion (ver liga) y hacer la comparaciéon con la figura original y las figuras anteriores.

(b) Suponga que ahora tiene dos fotografias de un mismo objeto, pero con diferentes fondos.
un fondo contiene muchas mas figuras y detalles que el otro. éCémo cree que esto

afectaria la descomposicion en valores singulares de ambas figuras, mas especificamente,
cree que se necesitaria un valor mas alto de k para distinguir al objeto en la figura que

tiene el fondo con mas detalles? Haga la prueba con dos fotografias de su eleccion.


http://www.bnl.gov/bnlweb/pubaf/pr/photos/2007/penrose-w.jpg

4 . Toépicos para la siguiente edicion de este curso

Por falta de tiempo y el dia cancelado debido a los examenes de admision a la UAEH, algunas
aplicaciones no fueron discutidas en esta ocasion. Nos gustaria incluir tales aplicaciones en la
siguiente edicion de este curso, a continuacion mencionamos algunas de ellas.

A proposito de la aplicacion de la descomposicion en valores singulares en la compresion de
imagenes, un problema relacionado también muy importante es el de la reconstruccion o
recuperacion de informacion enviada de manera digital. En el caso de compresion de
imégenes esto corresponde, basicamente, a inferir la matriz 4 dado que se tiene 4 .

Por otra parte, la aplicacion del algebra lineal en el estudio de los campos vectoriales
asociados con ecuaciones diferenciales, alrededor de puntos criticos, es de gran ayuda
pedagogica para comprender el comportamiento local de las soluciones de dichas ecuaciones,
asi como problemas relacionados con la unicidad de problemas con valores iniciales, tiempos
de existencia de soluciones y estabilidad.

Otra aplicacion que deseamos incluir es la del analisis lineal de componentes principales
(“linear principal component analysis”) en el procesamiento y analisis de datos, asi como en
su clasificacién. Dicho método es la base del método no lineal (“kernel-principal component
analysis”). Lo anterior forma parte de un campo de la bioinformatica muy fértil y de

gran importancia en la ingenieria biomédica.

Por ultimo pero no menos importante, otra aplicacion del algebra lineal muy interesante
es en la elaboracién de codigos para la transmision integral y segura de informacion (cf. [2]).



Bibliografia:

[1]Barrera Mora, F. Algebra lineal, 1a. Edicién. Grupo Editorial Patria. 2007.
ISBN: 978-970-817-079-6

[2] Poole, David. Linear Algebra: A Modern Introduction. 3rd ed. Brooks Cole, 2010.
ISBN-10: 0538735457, ISBN-13: 978-0538735452

[3] Schonefeld, S. Eigenpictures: picturing the eigenvector problem.
The College Mathemaic Journal, 26 (1996) pp. 316-319



ANOS
DE HISTOR
Y TRADACKN

Maéuico, OLF




	Slide 1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30
	Slide 31
	Slide 32
	Slide 33
	Slide 34
	Slide 35
	Slide 36
	Slide 37
	Slide 38
	Slide 39
	Slide 40
	Slide 41
	Slide 42
	Slide 43
	Slide 44
	Slide 45
	Slide 46
	Slide 47
	Slide 48
	Slide 49
	Slide 50
	Slide 51
	Slide 52
	Slide 53
	Slide 54
	Slide 55
	Slide 56

