Recursion

Capitulo 4



Introduccion

¢ La recursion o recursividad es un
concepto amplio, con muchas
variantes, V. dificil de precisar con
POCas palabras. .

Actividades Cotidianas;

¢ fotografia donde se observa otra
fotografia

¢ Reporteros (B en distintos paises)



¢ La recursion es un recurso muy poderoso que
permite expresar soluciones simples y naturales a
ciertos tipos de problemas. Es importante
considerar que no todos les problemas son
FECUrSIVOoS.

¢ Un objeto recursivo es el gue aparece en la
definicion de si'mismo, asi como el que se llama
a si mismo. lLes arboles (cap. 6) son ED, no
lineales Vv dinamicas, mas eficientes gue existen
en computacion. LLa caracteristica de 10s arboles
es que son estructuras inherentemente
recUrsIVas, Enfotras palabras clalguier actividad
de programacion; que se realice conr arboles; se
Utilizarrecursividads



LLa recursion pUede presentarse: de
2 Maneras;
¢ Directa: el programa o

subprograma se llama directamente
a Si mismo.




LLa recursion pUede presentarse: de
2 Maneras;

¢ Indirecta: el su

oprograma llama a

otro subprograma, Y. este, en algun
momento, llama nuevamente al

primero.




En toda definicion recursiva de un problema
siempre se deben; establecer dos pasos
diferentes y: muy, importantes; el paso’ basico y
el paso recursivo. Elprimero, Uno O Varios,
dependiendordel problema, se utiliza como
condicion de'parada o fin de la recursividad. A
este llegamos cliando encontramos lar selucion
del problema 6 cuandoe decidimos gue ya no
Vamos a Seguir;, por gque no estan dadas |as
condiciones para hacerlo.



El segundo paso, por otra parte propicia
recursividad. Se pueden; presentar Uno o Varios,
nUeVvamente dependiendo dell problemara
ESOIVEr.

Cuando se analiza la solucion: recursiva de un
problema es importante determinar con
precision cuales seran 10s pasos basico:y
recursivo. En cada vuelta del ciclores importante
gUE NOS acerquemos cada Vez mas ala solucion
del problema en cuestion, 0 sea al paso basico.
Sii esto N0 cuUrre POdemos estar eni un: Ciclo
extrano. Puede que el problema este mal
definido 'y entonces la maguina se quedaria
ejecutando por tiempo indefinido el programa Y
solo terminaria al agotarse la memoria.



'l| . .,
l“” Ejemplos de recursion.

Factorial de un niumero
n!

Por definicion

0! = 1 Paso basico

1! = 1 Paso basico

2!

]

4]

n!'=n*(n-1)!




Factorial

Sin=0on=1

o

n*(n-1)! Sin>1




Algoritmo Factorial recursivo

Tactor ml 1 LL (N J

{ Este algontmo calc:ul.l el factnrml de un numem N en [nrma recurswa, dunde N es un valnr
numenco entero pnsmvn n nulo] L : : : SR

i, Sr (N D)
| entonces. Lo L
Hacer Fnctonal rec < 1 {P-.IS!J basmo}
si no -
Hace:r Facturml _rec— N * Factnnal rec (N 1)
L [L]amada—pasomrecurswa}
{Fln del condlcmnal del paso 1}




Ejemplo

Factorial e
rec (V) fetr

Valor inicial =2t
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Factenal recursIive

¢+ Se observa que en la pila el nUmero que se
encuentra entre corchetes en la primera columna
de la izquierda hace referencia a la llamada
recursiva. Este simbolo permite observar el
orden en gque se realizan las llamadas recursivas.

. A continuacion se presenta una variante
iterativa del calculo factorial. Este es util por que
algunos lenguajes de programacion tienen un
espacio muy reducido dedicado a la pila. En tal
caso, una forma para remediar este
inconveniente es utilizando iteratividad en lugar
de recursividad.



Algoritmo Factorial Iterativo

F :tcﬁn"iiﬂ;_':i:!é .{N}'

: {Esta alguntmu calcula el factnmﬂ de un numero N en fnrma iterativa,

donde N es un valu't'
numerico entero, positivo o nulo}

{ FACT es una variable de tipo entem}

Hat:er FACT < 1.

MJBIHIHS (N>0) Repenr { Clclu para calcu]ar N '}
* Hacer FACT < N * FACT yN — N-1

{Fm del ciclo del paso 2) "

. Escribir FACT |




EJEMPLO




Sucesion de Fibonacci

Otro problema clasico de recursividad es la sucesion de
Leonardo de Pisa.

0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55 etc..

Propiedades (Wikipedia)

Cualquier numero natural se puede escribir mediante la
suma de numeros de Fibonacci, c/u de ellos distinto a
los demas.

Ejemplo17=13+3+1y65=55+8+2

Tan solo un término de cada 3 es par, uno de cada
cuatro es multiplo de 3 y uno de cada 5 es multiplo de 5.
Esto se puede generalizar de forma que la sucesion de
Fibonacci es periodica en la congruencias modulo m
para cualquier m

Si Fibonacci de p, F(p), es un nidmero primo entonces p
también lo es. Con una uUnica excepcion.

F(4)= 3; donde 3 es primo y 4 no lo es.



El Fibonacci de una numero se obtiene de la suma
de los dos numero de Fibonacci anteriores.

- Fibonacci(0) =0 - —» Paso basico
Fibonacci(1)=1 ... — Paso bésico.
Fibonacci(2) = Fibonacci(1) +F1bonac01(0) TR

= I+ 0 =1 .
Flbonacm(?:) Flbunacc1(2) + Fibonacci(1) -
= 1 + .1 . = 2, .
F1b0nacc1(4) F1bc:ﬂacc1(3) + Flbnnacm(‘?)
S o= 2 + 1 .. =13

Fibonacci(n) = Fibonacci{n ~ 1) + Fibonacci (7 — 2) —> Paso recursivo



Representacion
O n sin=0o0n=1
O Fibonaccli {

O Fibonacci(n-1)+fibonacci(n-2) sin>1



—!

Algoritmo Fibonacci recursivo

Fibonacci_rec
N es un nimero entero positivo
1. Si ((N=0) o (N=1))
Entonces
Hacer Fibonacci_rec.—N (paso basico)
Sino
Hacer Fibonacci_rec.— Fibonacci_rec(N-1) +
Fibonacci_rec(N-2)
0 {llamadas recursivas}
o 2. {fin del paso 1}

O 0O000004d
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Esta solucion resulta totalmente impractica e ineficiente. A continuacion se

presenta una variante iterativa para resolver este problema.

BT

el




Algoritmo Fibonacci Iterativo

1. N es un numero natural
FIBO, FIBA, FIBB e | son variables de tipo entero
Si ((N=0) o (N=1))
Entonces
Hacer FIBO+ 0, FIBB+—1lel <2
2. {fin del paso 1}

3. Mientras (I <N) Repetir
Hacer FIBQ.— FIBB+FIBA, FIBA<—FIBB, FIBB+—FIBO e I+ |+1
4. {fin del paso 3}

5. Escribir FIBO

N | FIBO | FIBA | FIBB
6 0 1

1 1 1

2 1 2

3 2 3

5 3 5

8 5 8




Aplicacion del Algoritmo

N FIBO FIBA FIBB | I
6 0 1 2
1 1 1 3
2 1 2 4
3 2 3 5
3 3 5 6
8 5 8 7




Imprimir un Arreglo

Dado como dato un arreglo unidimensional de tipo

entero, escriba el contenidorde las casillas;del mismo:de
izquierda a derecha

Algoritmo Arreglo_impresion

Arreglo_imp(A, N)
{A tipo entero y N tamano del arreglo}
1. Si (N+0) entonces
Arreglo_imp(A, N-1)
Escribir A[N]
2. {fin 1}



Se A un arreglo unidimensional

8112|2127 |32 |56 | 78

Arreglo_imp(A,N) | Impresion de resultados

— - PILA

Ab 12 ESCRIBIR A[1] E[1]
- = ESCRIBIR A[2] E[2]
Al 27 ESCRIBIR A[3] E[3]
- 2 ESCRIBIR A[4] E[4]
A2 95 ESCRIBIR A[5] E[5]
Fil it ESCRIBIR A[5] E[6]
AD ESCRIBIR A[7] E[7]

Arreglo_imp(A, N)
{A tipo entero y N tamafo del arreglo}
1. Si (N#0) entonces
Arreglo_imp(A, N-1)
Escribir A[N]
2. {fin 1}



Impresion de un Arreglo
Derecha a 1zquierda

Arreglo_imp(A, N)
{A tipo entero y N tamano del arreglo}
1. Si (N+0) entonces
Arreglo_imp(A, N-1)
Escribir A[N]
2. {fin 1}



Suma de un arreglo

Dado como dato un A U de
tipo entero, obtenga la
suma del mismo

Algoritmo Arreglo _sum
N tamano del arreglo
1. Si (N=0) entonces

Hacer Arreglo_sum --
0

Sino
Hacer Arreglo_sum —
A[N] + Arreglo_sum(A, N-1)
2. finl.

12

21

27

31

44

48

Arreglo_sum

(ANN)

A7

[1]

A6

[2]

AS

[3]

A4

[4]

A3

[5]

A2

[6]

Al

[7]

A0—O0




12

21

27 31 44 48

8+0=8
12+8=20
21 +20= 41
27 +41 =68
31+68=99
44 +99= 143
48 + 143 =191

Arreglo_sum (AN)

A7

[1] A6

[2] A5

[3] Ad

[4] A3

[5] A2

[6] Al

[7] A0—0

Pila

A[1] + Arreglo_sum (A,0) [7]
A[2] + Arreglo_sum (A,1) [6]
A[3] + Arreglo_sum (A,2) [5]
A[4] + Arreglo_sum (A,3) [4]
A[5] + Arreglo_sum (A,4) [3]
A[6] + Arreglo_sum (A,5) [2]
A[7] + Arreglo_sum (A,6) [1]




Euclides

o Es un metodo efectivo para calcular e
mcd entre dos numeros enteros positivos.

o En la primera division se toma el mayor
como dividendo y el otro como divisor.
Luego el divisor y el resto sirven como
dividendo y divisor respectivamente.

m Si N=0

o EUCLIDES (M,N){

Euclides (N, M MOD N) en
cualquier otro caso



Algoritmo

Euclides (M,N)

o1l. SiN=0

o Entonces

O Hacer Euclides - M
o Sino

® Hacer Euclides - Euclides(N, M
MOD N)

o2.fin1l




Ejemplo

Euclides

(M, N)

2353

1651




Ejemplo

Euclides (M, N)
2353 1651

1651 702

702 247

247 208

208 39

39 13

13 1. --13




Ackerman

Utilizada en la teoria de la computacion,
es una funcion recursiva que toma dos
numeros naturales como argumentos y
devuelve un numero natural.

rn +1, st m=_0;
A(m.,n.) —& A(m - 1,1), sim =y n=10;
A(m— ],A(I”}'I,I’Z— l)) sim>0yn>0




Ackerman

-

A(m,n) — A(m—l,l), sim>0yn=0;
- |A(m-LA(m,n-1)), sim>0yn>0

-

Ackermann Profundidad

V3P et

IS T R RS R < v :

R A IS A0 - 1y ' [ S
g3 \-" T -x,', iL ‘;

.I.




Ackerman
Algoritmo

Ackermann (M
{Este algoritmo calcula la funcién de Ackermann. M y N son valores numéricos ente
positivos o nulos }

1. SiM=0)
entonces
Hacer Ackermann <— (N + 1) {Estado basico}
SI no
1.1 Si(N=0)
entonces
Hacer Ackermann <- Ackermann (M -1, 1)
SI no
Hacer Ackermann <— Ackermann (M — 1, Ackermann (M, N — 1))
(.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
2. {Fin del condicional del paso 1}



, Li:-,; \},'. S

Aoe iy LAY







Particion

Férmula 4.5
— SiM=1
> | SiN=1
particion(M. N) » Particion(M, M) SiM<N

ety | + Particion(M,-1M) SiM=N

¥ Particion(M, N - 1) + Particibn (M -N,N) SiM>N



Algortimo de Particion

lgoritmo 4,10 Particion

Particion (M, N)

[ Este algoritmo calcula de cuantas formas diferentes se puede descomponer un nimero entero &
positivo. M y N son valores numéricos enteros positivos. Al iniciar ¢l algoritmo M = N}

Si((M=1Do(N=1))
enionces
Hacer Particion <— | {Estado basico}
Sl no
1.1 8Si(M<N)
entonces
Hacer Particion (M, M)
stno
1.1.1 Si(M=N)
enionces
Hacer Particion <— 1 + Particion (M. M - 1)
si no
Hacer Particion <— Particién (M, N — 1) + Particion (M - N, N)
1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1})
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
2. {Fin del condicional del paso 1}



Particion

2

(E%)

1 + Particion (2, 1)

Particion (3, 1) + Particion (1, 2)

1 + Particion (3, 2)

1 + Particion (2, 1)

Partici6n (4, 1) + Particion (2, 2)

Particién (6, 1) + Particién (4, 2)

Partici6n (6, 2) + Particion (3, 3)

Particién (6, 3) + Particion (2, 4)

Partici6n (6, 4) + Particion (1. 5)

| + Particion (6. 5)




. os NUumeros de Catalan

Se utilizan en una gran variedad de problemas de combinatoria. Tienen
varias aplicaciones. Ej. Dados como datos n matrices, permiten encontrar
El nimero de formas en que se podrian multiplicar. Otra aplicacion consiste
en determinar el nimero de formas en que el poligono con n+2 lados se
puede descomponer en n triangulos.

Formula 4.7
] SiN=1

Catalan (N)

-

-1
Catalan(/) * Catalan (N —-1) En cualquier otro caso

-

“l



. os NUumeros de Catalan

Los primeros nimeros de Catalan siguiendo la férmula recursiva son:

1, 1,2, 5, 14, 42, 132, 429, 1 430,...

Algoritmo 4.11 Catalan

Catalan (V)

{ Este algoritmo obtiene ¢l resultado de los nimeros de Catalan. N es un valor numérico entero |
. !
positivo. }

{1y § son variables de tipo entero) ;

L Si(N=1) '
enionces l
Hacer Catalan <— 1 {Estado bdsico}
Si no
Hacer § =< 0
.1 Repetir con / desde 1 hasta N
Hacer Catalan < S + Catalan (/) * Catalan (N -1)
1.2 {Fin del ciclo del paso 1.1}
2. {Fin del condicional del paso 1} ?
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0+1%1=1

041*1=1 [+

R Rt

041*1=1

0+1%1=1




J. MCCAMMOND
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Flaung 1. The fonrteen trissgalations of o hesagon,




