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0.1. Introduccién

0.1. Introduccion

El objetivo central del curso de Algebra IV que se imparte en la Escuela Superior de Fisica y
Matematicas del IPN es el presentar una construcciéon axiomatica de los sistemas ntiimericos
que mas se usan en matematicas, a saber: el sistema de los niimeros enteros, el campo de los
nimeros racionales y el campo de los niimeros reales. Dicha construccion suele iniciarse con
un sistema de Peano, cuya existencia puede darse por cierta o hacer uso de un axioma de la
teoria de conjuntos para construirlo. Una vez dado un sistema de Peano, la construccién de
los reales, a partir de los axiomas de Peano sigue un método paso a paso, el cual toma una
cantidad considerable de tiempo y esfuerzo. Construido el campo de los niimeros racionales,
hay dos procedimientos méas o menos estandar para construir el campo de los niimeros reales;
esto se refiere a los métodos que usan sucesiones de Cauchy de racionales y cortaduras de
Dedekind respectivamente. En el fondo estos métodos difieren poco, si bien, uno pudiera
decirse método de andlisis y el otro método algebraico, los dos comparten ideas de analisis.

En la década de los 70’s, Conway [2] propuso un método para construir el sistema de los
nimeros reales evitando el proceso paso por paso cuando se inicia con los axiomas de Peano.
Indudablemente, el método propuesto por Conway tiene ventajas y desventajas, una de las
ventajas de este método es el evitar la ruta larga de los métodos antes citados, y conectar
conceptos numéricos con algunos conceptos de la teoria de juegos.

Una de las mayores desventajas del método de Conway para ser presentado en un curso de
licenciatura, es que se requiere una formacion mas sélida por parte del alumno, pues hace
uso de ciertos conocimientos de la teoria de juegos, teoria axioméatica de conjuntos y algunos
conceptos de teoria de grupos. El siguiente es uno de los comentarios del propio Conway en
cuanto a presentar su método en un curso de licenciatura

... The remaining disadvantages are that the dyadic rationals receive a curiously
special treatment, and that the inductive definitions are of an unusual character.
From a purely logical point of view these are unimportant quibbles but they
would predispose me against teaching this to undergraduates as “the theory of
real numbers”

Pudiera decirse, exagerando un poco, que el método de Conway es plantear de forma mas
general el concepto de cortadura de Dedekind! en los racionales. Para una discusién detallada
del método de Conway se sugiere consultar [2] y [3].

El método que se discute en el presente trabajo para construir el sistema de los niimeros
reales es el que utiliza sucesiones de Cauchy. Algunas razones por las que se optd por este
procedimiento, es la familiaridad que el alumno de cuarto semestre de licenciatura tiene con
sucesiones y limites. Otro argumento en favor de este método se debe a que es el que se utiliza
en la completacion de un espacio métrico, uno de cuyos casos especiales es el muy importante
— en teoria de nimeros — proceso de completar el campo de los nimeros racionales cuando
se consideran todas las posibles valuaciones en éste; obteniéndose en un caso los niimeros
reales y en los restantes los niimeros p-adicos, para cada primo p.

Wer definicién después del teorema 51
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Finalmente, la idea de escribir unas notas para el curso de Algebra IV, tiene entre otras
motivaciones, el presentar una referencia al alumno que le ayude en su preparacién para

dicho curso. El material que se presenta es el que describe el programa vigente del curso de
Algebra IV que se imparte en la ESFM del TPN.

Agradezco a René Villanueva Barrera su valiosa colaboracién en la transcripcion de estas
notas. Los errores tipogréaficos y de otra indole son de mi completa responsabilidad.

Fernando Barrera Mora

septiembre de 1996
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0.2. Teoria de Conjuntos

Antes de iniciar la discusion, una nota aclaratoria sobre cierta notacién que usaremos hace
falta. El simbolo m denotard el fin de una demostracién. Otro simbolo que usaremos es
—><—, el cual denotarda que se ha encontrado una contradiccién en un argumento por
reduccién al absurdo.

La palabra “conjunto” serd un término no definido y usaremos la idea intuitiva de conjunto
como una “coleccién” de objetos con una propiedad especifica. La notacion para conjuntos
y las relaciones entre conjuntos y elementos es la usual, por ejemplo: A C B significa que A
es un subconjunto de B, es decir todo elemento de A es un elemento de B, a € A expresa
que a es un elemento de A.

Tomamos como punto de inicio los siguientes hechos evidentes.

1.ACA
2. ACByBC(C = ACC.

3. A=B <— ACByBCA.

Aceptamos como valido lo siguiente: si A es un conjunto y P es una propiedad de algunos
elementos de A, entonces {a € A : x satisface P} es un conjunto, de hecho un subconjunto
de A. Para un conjunto A, se define el subconjunto vacio de A, denotado por 4 = {a €
A :a # a}, el cual no tiene elementos.

Observacion 1. Hay solamente un conjunto vacio, es decir ) C A para todo conjunto A.

Demostracién. Sean A y B dos conjuntos, si por ejemplo 04 ¢ 0z entonces existe un
elemento en () el cual no pertenece a (4, imposible, de aqui se concluye que 4 C g y un
argumento andlogo prueba g C (),. m

Definicién. Si A, B C T, se define:

1. AUB:={zel': z€ Ay/ox € B} (A unién B).
2 AnNB:={x€T: z€ Ayx € B} (A intersecciéon B).

Las siguientes propiedades se tienen directamente de las definiciones.

1. AUB=A «<— B CA.
2. ANB=A < ACB.
3. AhDBCA BCAUB.

Teorema 1. Sean A, B, C subconjuntos de un mismo conjunto I'. Entonces se tiene:
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i) AUA=ANA=A.
ii) AU(BUC) = (AU B)UC, asociatividad de la unién.
iii) AN(BNC)= (AN B)NC, asociatividad de la interseccion.

iv) AN(BUC) = (ANB)U(ANCQC), distributividad de la interseccién respecto a la union.

Demostracion. Las tres primeras conclusiones son claras.

iv)Seax €T,z € AN(BUC) <= 2z€Ayr € BUC <= x€Ay(xe€By/oxel)
< rz€ANBy/or e ANC <= z€(ANB)UANC). m

Otras operaciones de utilidad en teoria de conjuntos son la diferencia y complemento que se
definen en seguida.

Si A, B son subconjuntos de E se define la diferencia de A y B denotada A\ B :={z € A:
x ¢ B}. Si A C B se define el complemento de A respecto a B denotado A% := B\ A. Si es

claro que A es subconjuto de B, el complemento de A respecto a B se denotara simplemente
por A¢. Si A, B C E, entonces se tiene A\ B = AN BY,.

Las siguientes propiedades se verifican directamente.

Para cada A, B C F se tiene

Teorema 2 (Leyes de De Morgan). Suponga que A, B C E. Si los complementos son tomados
respecto a E/ entonces se tiene.

i) (AN B)° = A°U Be.
ii) (AUB) = A¢N B,

Demostracién. i) r € (AN B)¢ <= 2 ¢ (ANDB), < x¢g Ay/oxr ¢ B, < x € A°
y/ox € B¢, < 1z € A°U B“.

ii) Se prueba de manera andloga al caso anterior. m
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0.2.1. Producto Cartesiano de Conjuntos

La interpretacion intuitiva del producto cartesiano de dos conjuntos es considerar “parejas”
de elementos uno de cada conjunto, es decir, si A y B son dos conjuntos entonces los elementos
de Ax B (A cruz B) son de la forma (a,b) con a € Ay b € B. Esta forma de interpretar a los
elementos del producto cartesiano de A y B es de gran utilidad, sin embargo la formulacién
precisa requiere hacer uso solamente de los términos ya considerados.

Por una pareja ordenada (a,b) entenderemos al conjunto {{a},{a,b}}, es decir la pareja
ordenada (a,b) es el conjunto cuyos elementos son los conjuntos {a} y {a,b} cona € Ay
b € B. En la pareja (a,b), a se llama la primera coordenada y b la segunda coordenada de
la pareja. Después de formular la definicién de pareja ordenada resta verificar que existe un
conjunto cuyos elementos sean las parejas ordenadas con primera entrada en A y segunda
entrada en B.

Notemos que para que exista un conjunto cuyos elementos sean parejas ordenadas se requiere
garantizar la existencia de un conjunto cuyos elementos sean subconjuntos de la forma {a}
y {a, b} es decir cuyos elementos sean subconjutos, para esto requerimos:

Axioma del Conjunto Potencia. Para cada conjunto A existe un conjunto denotado por
P(A) cuyos elementos son los subconjuntos de A.

Con el Axioma del Conjunto Potencia y la definicién de pareja ordenada se tiene que (a,b) €
P(P(AU B)), entonces el producto cartesiano de A 'y B denotado A X B es subconjunto de
P(P(AU B)) y sus elementos satisfacen:

Ax B:={(a,b): a€ A, be B}.

Observacién 2. Ax B={) < A=0y/oB=0.

Demostracién. Si A x B # () entonces existe (a,b) € A x Bcona € Ay b e B, de lo cual
se tiene que A y B son no vacios. Reciprocamente, si A y B son no vacios entonces A x B
es no vacio. m

SiCxD+#PentoncesCx DCAxB <— CCAyDCB.

Demostracién. Ejercicio.

El siguiente resultado muestra la relacion que hay entre las operaciones de unién, interseccién
y producto cartesiano de conjuntos.

Teorema 3. Sean A, B, C tres conjuntos. Entonces
i) Ax (BUC)=(AxB)U(AxC).
i) Ax (BNC)=(Ax B)N(AxC).
iii) Ax (B\C)=(AxB)\ (Ax0(O).
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Demostracidn. i) Si (a,z) € A x (BUC) entonces a € Ay xz € BUC, de lo anterior
(a,7) € (A x B) U (A x C). Reciprocamente, si (a,z) € (A x B) U (A x C), entonces
(a,x) € Ax (BUCQ).

ii) y iii) se prueban de manera anédloga. m

0.2.2. Funciones

El concepto de funcién es uno de los més tutiles en matematicas, de hecho este concepto
ha sido usado desde los primeros cursos de matematicas. La idea intuitiva de funcién, por
cierto de mucha utilidad, es el considerarla como una “regla” de correspondencia entre los
elementos de un conjunto A, (llamado el dominio de la funcién) y los elementos de un
conjunto B, (llamado el contradominio de la funcién) con la condicién que para un elemento
a € A exista un unico elemento b € B asociado a a. Esta idea intuitiva de funcién es la que
da origen a la definicion formal.

Definicién. Sean X y Y dos conjuntos, una funcién f de X a Y es un subconjunto del
producto cartesiano X x Y tal que (a,b), (a,c) € f implicab = c. Si f es una funcién de X
a'Y usaremos la notacion f : X — Y ysi (x,y) € f, y se llamard el valor de f en x y esto
lo denotaremos por f(x) = y.

Observaciéon 3. Note que la definicion de funcion es lo que en calculo se llama la grafica de
la funcion f.

Observacion 4. Si X 6Y es vacio, entonces X xY = ()
i) Si X =, entonces () es una funcidn, y es tnica.

ii) Si'Y = (), entonces () no es funcion de X enY, pues de ser funcién el conjunto vacio,
se tiene que para x € X existe un tnicoy € Y tal que (x,y) € 0), imposible.

Dada una funcién f de X a Y, f induce dos funciones, una tiene por dominio a P(X) y
contradominio a P(Y') denotada también por f y definida como sigue, si A C X, f(A) :=
{y € Y : y= f(x) para algin x € A}, al conjunto f(A) se le llama la imagen directa de
A bajo f. La otra funcién se denota por f~!, tiene por dominio a P(Y') y contradominio a
P(X) y se define de la siguiente manera, si B C Y, f~}B) := {zr € X : f(x) € B}, al
conjunto f~'(B) se le llama la imagen inversa de B bajo f.

Nota. La funcién f~! no debe confundirse con la funcién inversa de f (definicién que se
dard mas adelante), pues tienen diferentes dominios, desafortunadamente se usa la misma
notacion para ambas.

Ejemplo. Sean X = R?* Y = R? considerados como espacios vectoriales, f(z,y) = (z —
y,x,y), es claro que f es una transformacion lineal no singular, pues el unico elemento que
va al cero bajo f es el cero. Si W es un subespacio de R? de dimensién uno, entonces f (W)
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también es un subespacio de dimensién uno, en particular, si W = {(z,7) € R* : y = z}
se tiene que f(W) = {(0,z,2) € R* : 2 € R}. Como un ejercicio determine f(R?) y
FHH(0,1,-2)}).

En algunas ocasiones es de utilidad considerar mas de dos conjuntos a la vez, en este caso se
tiene la necesidad de considerar lo que llamaremos una “familia” de conjuntos. Una familia
de conjuntos puede considerarse siempre como una coleccion de subconjuntos de un conjunto.
Para precisar lo anterior, supongamos que 2 y I' son dos conjuntos y f :  — P(I") una
funcién, es decir a cada elemento « € € le corresponde, bajo f, un tinico subconjunto A, C I'.
A la coleccién {A, taeq le llamaremos una familia de conjuntos con indices en €.

Observacion 5. Si {A, }acq es una familia de conjuntos entonces:

i) NP(A,) = P(NA,). La interseccion se toma sobre los elementos de 2.

ii) UP(A.) € P(UA,). La union se toma sobre los elementos de §). El siguiente ejemplo
muestra que la igualdad no siempre se tiene.

Demostraciéon. Ejercicio.

Ejemplo. Sean A = {1} y B = {2}, entonces P(A) = {0, A}, P(B) = {0,B} y P(A) U
P(B) = {0, A, B}, por otro lado P(AU B) = {0, A, B,{1,2}}, es decir no se tiene igualdad

en ii) de la observacién anterior.

El siguiente resultado muestra como es el comportamiento de la funcién f~! cuando actia
en subconjuntos de su contradominio.

Teorema 4. Sea f : X — Y una funcion, entonces se tiene:
i) f7H(UB,) = Uf(Ba).
ii) f7H(NBa) = Nf~(Ba).
i) f7HB1\ Bz) = f71(B1) \ fTH(Ba).
Las operaciones de union e interseccion son tomadas sobre un conjunto de indices §2.

Demostracidn. i) Sea z € f~'(UB,) entonces f(z) € UB,, por lo tanto existe a € € tal
que f(z) € By, de esto se tiene que x € f~1(B,) C Uf~'(B,). La otra inclusién se prueba
invirtiendo las implicaciones anteriores.

Las pruebas de ii) y iii) se dejan de ejercicio. m

En contraste con f~!, la funcién f : P(X) — P(Y) no tiene el mismo comportamiento con
las operaciones entre subconjuntos, sin embargo se tiene lo siguiente.

Observacién 6.

j) f(UAa) - Uf(Aoz)'
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1C

i) f(NA.) € Nf(Aq).
iii) Si A C X entonces A C f~1(f(A)).

iv) SiAC X y BCY entonces f(f'(B)N A) = BN f(A). En particular f(f~'(B)) =
Bn f(X).

Demostracion. Ejercicio.
Ejercicio. Enuncie la definicion formal de la composicion de dos funciones.

Si f: X — Y es una funciéon, A C X, entonces f induce una funcién fj4 : A — Y llamada
la restriccion de f en A. Formalmente se tiene flqa = fN(AxY). Sig: A — Y es una
funcién y existe una funcién G : X — Y tal que G4 = g, G se llama una extension de g. El
problema de extender una funcion definida en un subconjunto, a un conjunto X mas grande
es de gran importancia en varias dreas de matematicas. Si no se piden condiciones sobre la
funcion, el problema de extension siempre se resuelve positivamente, si los conjuntos bajo
consideracién tienen cierta estructura, digamos algebraica, entonces se requieren condiciones
adicionales sobre la funcién a extender.

El siguiente resultado muestra cuando se puede extender una funcién a un conjunto, sabiendo
que esta definida en ciertos subconjuntos.

Teorema 5. Sea X un conjunto, {A, : « € Q} una familia de subconjuntos de X tal que
X = UA, (en este caso a la familia se le llama una cubierta de X ). Supongamos que para
todo o existe fo 1 Aa — Y con la condicion foa,na, = fﬁ\AamA@ para todo (a, ) € £ x Q.
Entonces existe una y solo una funcion f : X —'Y tal que fa, = fo para todo a € (1.

Demostracién. Puesto que la familia {A4,} es una cubierta, entonces dado z € X existe un
a tal que z € A,. Definamos f(z) := fo(x); f esta bien definida, pues si © € Az para algin
B # a entonces la condicién sobre las f, garantiza f,(x) = fgz(xz) = f(x). También se tiene
que cada f, es la restriccién de f a A, para cada «. La unicidad se obtiene directamente de
la definicién de f. m

Observacién 7. Si las funciones del teorema anterior tienen condiciones adicionales, por
ejemplo de continuidad o diferenciabilidad, entonces la extension no necesariamente tiene
las mismas propiedades.

Definicién. Sea f : X — Y una funcion.
i) f se dice suprayectiva si f(X) =Y.
ii) f se dice inyectiva si f~'({y}) tiene a lo mds un elemento para cada y € Y.

iii) f es biyectiva si f es inyectiva y suprayectiva.
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Si f es inyectiva entonces existe una unica funcion llamada la inversa de f y denotada por
[ f(X) — X dada por, f7'(y) =z siy = f().

Sif: X —=Yyg:Y — X son dos funciones que satisfacen g o f = I, con Ix la funcién
identidad en X entonces f es inyectiva y g es suprayectiva, pues si f(x) = f(z1) entonces
aplicando ¢ se tiene x = g(f(z)) = g(f(x1)) = 21, dado z € X, z = g(f(x)).

0.2.3. Relaciones Binarias y Relaciones de Equivalencia

El concepto de relaciéon binaria en un conjunto, generaliza al de funciéon, recordemos que en
el caso de funciones de los reales en los reales, para saber si una “grafica” corresponde a la
grafica de una funcién, se usa la “regla” de trazar rectas verticales, si cada recta vertical
intersecta a la grafica en a lo mas un punto, entonces se tiene la grafica de una funciéon. Con
este “criterio” se prueba que la gréfica de la ecuacién x? 4+ y* = 1 no es una funcién, sin
embargo considerando a la misma ecuacién con la restricciéon y > 0 entonces su grafica si
es una funcion. Hay muchos otros subconjuntos del plano cartesiano que no son grafica de
funcién alguna, a estos subconjuntos los llamaremos relaciones, més precisamente:

Definicién. Por una relacion binaria en un conjunto X entenderemos cualquier subconjunto
de X x X.

La anterior definicién se puede generalizar en varias formas: tomando un ntimero n de varia-
bles, en este caso se tiene una relacion n-aria, 6 tomando diferentes conjuntos, por ejemplo
una relacién binaria entre los elementos del conjunto X y el conjunto Y 6 mas precisamente
una relaciéon binaria R con dominio X y contradominio Y es un subconjunto de X x Y. En
lo sucesivo las relaciones que usaremos seran binarias en casi todos los casos, por esta razon
no discutiremos relaciones més generales.

Note que el concepto de relaciéon binaria extiende al de funcién, pues una relacion binaria R
es una funcién si y sélo si para (z,y), (x,z) € R se tiene y = 2.

De las relaciones binarias en un conjunto nos interesan aquellas que tienen propiedades
similares a la relacion “igualdad” de elementos, es decir en un conjunto X siempre se tiene
la relacion R = {(z,y) : © = y} esta relacién también se le llama la “diagonal” de X. La
relacion diagonal denotada R satisface:

i) (z,z) € R para todo z € X.
ii) Si (z,y) € R entonces (y,x) € R, pues si x = y entonces y = .

iii) Si (z,y) € Ry (y,2) € R entonces (z,2) € R, esto es simplemente la transitividad de
la igualdad.

Las relaciones binarias que satisfacen las tres propiedades anteriores, de alguna forma, extien-
den el concepto de igualdad y juegan un papel central en todas las areas de las matematicas,
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pues como veremos pronto, una relacion que satisface las propiedades descritas tiene la ca-
racteristica de partir al conjunto en cuestion, en subconjuntos ajenos y los elementos de
cada subconjunto tienen propiedades en comtn, es decir una relaciéon del tipo en la discusién
clasifica a los elementos que tienen una propiedad comun, y uno de los problemas centrales
en matematicas es la clasificacion de los objetos bajo estudio.

Definicién. Sea A un conjunto, R una relacion binaria en A. Se dice que R es una relacion
de equivalencia si satisface las siguientes condiciones

i) Para todo a € A, (a,a) € R, propiedad reflexiva.
ii) Si (a,b) € R entonces (b,a) € R, propiedad de simetria.

iii) Si (a,b) € Ry (b,c) € R entonces (a,c) € R, propiedad transitiva.

Notacidn: si R es una relacién en A y (a,b) € R diremos que a se relaciona con b respecto
a R y lo denotaremos por aRb.

Anteriormente mencionamos que el concepto de relacién de equivalencia en un conjunto
extiende al concepto de igualdad entre los elementos. El siguiente ejercicio muestra que de
las relaciones de equivalencia en un conjunto, la igualdad es la mas pequena.

Ejercicio. Demuestre que la interseccion de una familia de relaciones de equivalencia es una
relacion de equivalencia y por lo tanto la igualdad es la relacion més pequena en un conjunto.

En conexién con el concepto de relacion de equivalencia esta el concepto de particion de un
conjunto el cual se precisa en la siguiente definicién.

Definicién. Sea X un conjunto y {A,} una familia de subconjuntos de X . Se dice que {A,}
es una particion de X si X = UA, y Aa N Az =0sia#p.

La relacién entre particiéon y relacién de equivalencia se precisa en el Teorema 6. En seguida
presentamos varios ejemplos de relaciones de equivalencia, algunos de los cuales han sido
considerados con anterioridad en cursos previos.

Ejemplos.

1. Sean A={2n:n€Z}y B={2k+1:k € Z} entonces {A, B} forma una particién
de los enteros. Mds generalmente, si m es cualquier entero positivo, sea A; = {km +i :
k € Z}, i = 1,...,m entonces {Ay,...,A,} es una particién de Z. Este ejemplo
serd considerado cuando estudiemos congruencias en los enteros y juega un papel muy
importante en teoria de nimeros.

2. Sea M(R),,x, €l conjunto de las matrices m x n con entradas en los reales. Se define
la relacién R en M(R),,x, como sigue (A, B) € R si existen matrices no singulares P
y @ de orden m X m y n X n respectivamente tales que A = PBQ). En édlgebra lineal se
dice que las matrices A y B son equivalentes cuando satisfacen la ecuacién anterior.
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3. Sea M(R),x, el conjunto de matrices n x n, se define en M(R),,«,, la relacién R como
sigue R = {(A, B) : A= P~!'BP para alguna matriz P no singular }. Si (A, B) € R se
dice que A y B son similares, la condiciéon de similaridad es equivalente a que Ay B
representen al mismo operador lineal sobre un espacio vectorial de dimension n.

4. En M(R),,xn se define R como sigue, R = {(A, B) : A = P'BP para alguna matriz
P no singular }, si (A, B) € R se dice que A y B son congruentes. Dos matrices son
congruentes si y solo si representan a la misma forma quadratica.

5. Sea n un entero positivo y R, = {(a,b) € Z x Z : n divide a b — a}. Si (a,b) € R, se
dice que a es congruente con b médulo n y se denota por a =b (mdd n).

6. Sea f: X — Y una funcién, se define Ry = {(a,b) € X x X : f(a) = f(b)}.

Si R es una relacién de equivalencia en A y a € A, se define la clase de equivalencia de a
denotada Ra = [a]g := {b € A : bRa}. El siguiente resultado caracteriza a las relaciones de
equivalencia de un conjunto A en términos de particiones.

Teorema 6. Sea A un conjunto y R una relacion de equivalencia en A. Entonces las clases de
equivalencia determinadas por R constituyen una particion de A. Reciprocamente, si {A,}
es una particion de A, entonces existe una relacion de equivalencia en A cuyas clases de
equivalencia son precisamente los subconjuntos A,.

Demostracién. Puesto que R es reflexiva entonces A = J,.4 Ra. Como R es simétrica
entonces aRb implica bRa, de esto se tiene que Ra = Rb <= aRb. Supongamos que
Ra N Rb # (), entonces existe x € Ra N Rb, es decir xRa y xRb, por simetria y transitividad
de R se obtiene aRb, por lo observado anteriormente se tiene Ra = Rb. De lo anterior se
tiene que tomando clases diferentes { Ra},ca es una particién de A.

Reciprocamente, si {A,} es una particiéon de A se define la relacién en A como sigue: aRb
si existe « tal que a,b € A,. Debemos probar que R satiface las condiciones de una relacion
de equivalencia.

i) Para todo a € A, aRa, pues a € A, para algin a.
ii) Claramente se tiene aRb implica bRa.

ili) Si aRb y bRc entonces a,b € A, y b,c € Ag para algunos «, 3, de esto se tiene que
be A, N Ag. La definicién de particiéon implica o = 3 por lo que aRc. m

Note que si en A hay una relacién de equivalencia R, entonces Ra € P(A) para todo a € A,
por lo tanto, invocando el axioma del conjunto potencia tiene sentido hablar del conjunto
de clases de equivalencia, a este conjunto lo denotaremos por A/R. Si R es una relacién de
equivalencia en A, existe una funciéon g : A — A/R definida por 7g(a) := Ra. La funcién
TR es claramente suprayectiva y se le llama la proyeccion natural.
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Sean Ay B dos conjuntos en los cuales hay relaciones de equivalencia R y S respectivamente,
una funcién f : A — B se dice que preserva relaciones si cuando aRa’ se tiene f(a)Sf(a’). El
siguiente resultado es importante cuando se consideran funciones que preservan relaciones.

Por un diagrama conmutativo entre conjuntos y funciones definidas en ellos, entenderemos
un diagrama como el siguiente,

A L B
h| 1J
c 2. D

en donde jo f =goh.

Teorema 7. Sea f : A — B una funcién que preserva relaciones. Si R y S son relaciones de
equivalencia en A y B respectivamente, entonces existe una y sélo una funcién f, : A/R —
B/S tal que el siguiente diagrama es conmutativo.

A LB
TR | l s
A f+_ B
R T

Reciprocamente, si para cualesquiera dos funciones [ y f. el diagrama anterior es conmuta-
tivo entonces f preserva relaciones.

Demostracién. Note que aRb <= Ra = Rb, esto y la condicién sobre f garantiza que
Rb = Ra implica Sf(a) = Rf(b). Definamos f,. por f.(Ra) := Sf(a). Por el argumento
anterior, f.(Ra) es independiente del representante de la clase Ra. La conmutatividad del
diagrama se obtiene directamente de la definiciéon de f,. Si g, es otra funciéon que hace el
diagrama conmutativo, es decir g, o mg = mg o f entonces para todo a € A, (g. o mg)(a) =
(ms o f)(a), de lo cual se obtiene g.(Ra) = Sf(a) = f.(Ra), es decir g, = fi.
Reciprocamente, supongamos que f y f. hacen el diagrama conmutativo.

SiaRa’, entonces de la definicién de 7g se tiene mr(a) = mr(a’) por lo tanto f.(Ra) = f.(Rad’),
de esto y la conmutatividad del diagrama se obtiene Sf(a) = Sf(a’) lo cual equivale a
f(a)Sf(a"), probando lo afirmado. m

El siguiente ejemplo es de importancia en algebra lineal.

Ejemplo. Sea V un espacio vectorial, W un subespacio, se define en V' la relaciéon inducida
por W como sigue: dados o, 3 € V, aRw 3 si a — 3 € W. Se prueba sin dificultad que Ry,
es una relacién de equivalencia. Si v € V' denotemos por [o] a la clase de equivalencia de «
y por V/W al conjunto de clases de equivalencia. La interpretacién geométrica de las clases
de equivalencia es como sigue. Dado o € V, [o] ={f eV :f—-—aecW}={a+v:7€
W} = {a} + W, de aqui se tiene que si V' = R", entonces las clases de equivalencia son
hiperplanos paralelos a W, en particular, si V = R? y W tiene dimensién uno entonces las
clases de equivalencia son rectas paralelas a W como se muestra en la siguiente figura.
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Y

Dados [a], [3] € V/W y r un escalar se definen las operaciones

i) [o] +[5] := [ + ]

Probaremos que la suma de clases esta bien definida y se deja como ejercicio el mostrar
que el producto por escalar también estd bien definido. Si [ay] = [a] ¥ [5] = [01] entonces
a—a, -0 € W, como W es subespacio se tiene (o + ) — (ay — 31) € W, es decir
la+ 3] = [a1 + (1]. Con las operaciones definidas anteriormente, es rutina mostrar que V/W
es un espacio vectorial con elemento cero [0] = W. En seguida determinamos su dimensién
suponiendo que V' tiene dimension finita.

Supongamos que V' tiene dimensién finita y sea T : V' — V/W definida por T(«) = [a]. De
la definicién de las operaciones en V /W se obtiene directamente que T es una transformacion
lineal suprayectiva, cuyo nicleo Ny es W, por lo tanto dim V' = dim V/W + dim Nr, de
lo anterior se tiene dim V/W = dim V —dim W. Si {ay,...,a,} es una base de W y se
extiende a una base de V' {a, ...y, apy1, ..., ap }, entonces {[ag41], . . ., [a] } es una base de
V/W. También se tiene V = W & V/W, abusando de la notacién se escribe V=W & V/W

(lo anterior es correcto via isomorfismo).

Definicién. En la construcion anterior al espacio V//W se le llama el espacio cociente de V

modulo W.

0.2.4. Relaciones de Orden

Uno de los conceptos mas importantes en calculo es el de limite y éste a su vez, estd ligado
con la idea de “medir” distancias. En calculo de una variable real, la distancia entre reales se
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mide con el valor absoluto y el valor absoluto se define en términos del orden en los reales. En
otras palabras, el hecho de tener un orden en los reales que es compatible con las operaciones
de suma y producto juega un papel central en calculo. Lo que haremos en seguida es definir
el concepto de orden en un conjunto y mostrar que éste juega un papel muy importante
aunque lo que se estudia no tenga relacion directa con calculo.

Definicién. Una relacion binaria R en un conjunto A se llama un orden parcial si

i) Para todo a € A, aRa, propiedad reflexiva.
ii) Si aRb y bRc entonces aRc, propiedad transitiva.

iii) Si aRb y bRa entonces a = b, propiedad de antisimetria.

Si en A hay definido un orden parcial R, a la pareja (A, R) se le llama un conjunto parcial-
mente ordenado.

Puesto que la relacion de orden en los reales es denotada por <, cuando hablemos de una
relacion de orden parcial usaremos el simbolo <, es decir si R es una relacién de orden parcial
en Ay aRb escribiremos a < b y el conjunto parcialmente ordenado se denotard por (A, <).
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Ejemplos.

1. En el conjunto de los enteros positivos se define m < n si m divide a n. Esta relacién
es un orden parcial.

2. En el conjunto de los nimeros reales, el orden usual es un orden parcial.

3. Si X es un conjunto, en P(X) se define un orden parcial mediante la inclusién, es decir
si A, BC X sedeclara A<BsiACB.

En los tres ejemplos anteriores, los conjuntos resultan ser parcialmente ordenados. Note que
un conjunto puede tener varios érdenes, por ejemplo los enteros positivos tienen al menos
dos: el usual y el que se da en el ejemplo 1.

Definicién. Sea (A, =) un conjunto parcialmente ordenado.
i) m € A se llama un elemento maximal si m < a implica a < m para todo a € A.
ii) Si B C A, ap € A se llama una cota superior para B si b < ay para todo b € B.

iii) Un subconjunto C' C A se llama una cadena si cualesquiera dos elementos de C' se
relacionan.

iv) Si A es una cadena, A se dice totalmente ordenado.

Definicién. Un conjunto parcialmente ordenado (A, <) se dice bien ordenado si cada sub-
conjunto no vacio B tiene un primer elemento, i.e. si para todo B # () existe by € B tal que
by = b para todo b € B.

Observaciéon 8. Si A es bien ordenado, entonces A es totalmente ordenado. Esto se obtiene
tomando dos elementos a y b y formando el subconjunto {a,b} el cual tiene un primer
elemento.

0.2.5. La Axiomatica de la Teoria de Conjuntos

Para hacer la teoria de conjuntos precisa, hace falta introducir lo que se llama un sitema
axiomatico, esto nos apartaria del objetivo central que tenemos en mente: la construccién
del sistema de los ntimeros reales partiendo de un sistema axiomatico para el conjunto de los
enteros positivos. Es cierto que si ha de establecerse la construccion de los enteros positivos
con todo rigor se requiere formular la teoria de conjuntos de manera axiomatica, pues uno de
los axiomas (axioma del infinito) garantiza la existencia de un sistema de Peano (definicién
més abajo). Lo que haremos es enunciar solamente los axiomas que se vayan requiriendo y
lo haremos en el momento necesario. Iniciamos con

Axioma de eleccién. Dada una familia no vacia {A, : « € Q} de conjuntos no vacios y
disjuntos a pares, existe un conjunto S que contiene exactamente un elemento de cada A,.
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Anteriormente se defini6 el producto cartesiano de dos conjuntos A y B y sus elementos se
interpretaron como parejas ordenadas de la forma (a,b) con a € Ay b € B. Indicando los
conjuntos A = Ay y B = A,, una pareja ordenada puede ser interpretada como una funcién
f {12} — A U A, tal que f(i) € A;. Esta idea permite formular la definicién general de
producto cartesiano de una familia de conjuntos, mas precisamente:

Definicién. Sea {A, : a € Q} una familia de conjuntos, se define el producto cartesiano de
la familia denotado por 1A, := {c: Q — UA, | c(a) € A,V a}.

Observacién 9. Si tomamos por hecho que existe el conjunto unién de una familia y el
conjunto potencia de un conjunto dado, entonces se tiene, de la definicién de funcién, que el
producto cartesiano de la familia { A, : o € Q} es, en efecto, un subconjunto de P(2x (UA,)).

El siguiente teorema el cual se presenta sin prueba, garantiza la equivalencia de varios hechos
importantes.
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Teorema 8. Los siguientes hechos son equivalentes.

i) El axioma de eleccion.

ii) El Lema de Zorn: Sea X un conjunto parcialmente ordenado. Suponga que toda cadena
en X tiene una cota superior en X, entonces X tiene elementos maximales.

iii) Teorema de Zermelo: Todo conjunto puede ser bien ordenado.

iv) Sea {A, : o € Q} una familia no vacia de conjuntos. Si cada A, es no vacio, entonces

A, 0.

Para establecer algunos resultados que son de gran importancia para garantizar la existen-
cia de ciertos objetos matematicos, como es la base de un espacio vectorial (de dimensién
infinita), se requiere usar un argumento basado en el lema de Zorn.

A continuacién mostramos como se usa el lema de Zorn para probar que todo espacio vectorial
admite una base.

Sea V' un espacio vectorial (sobre cualquier campo F), un subconjuto S de V' se dice lineal-
mente independiente, denotado esto por, S es Li. si todo subconjunto finito {ay,...,a,} de
S es li. es decir, si aja1 + - - - + apay, = 0 implica a; = 0 para todo 7 = 1, ..., n. Se dice que
S generaa VsiV,=L(S) ={aiaq+ -+ ap, : s €S, n € Nya; € F}. Un subconjunto
B de V es una base de V si B es li. y genera a V.

Hecho. Todo espacio vectorial V' # {0} admite una base.

Demostracién. Sea F = {S C V : Ses L.i.}. Como V es no cero entonces F # (). Se define
en F un orden parcial mediante la inclusion de conjuntos. Sea C C F una cadena, debemos
mostrar que C tiene una cota superior en F. Sea Sy = USec S. Afirmamos que Sy € F,
en efecto, si T es un subconjunto finito de Sy digamos T" = {aq, ..., a,}, entonces existen
S1,...,5, € C tales que o; € S;. Como C es una cadena, entonces S; C Sy y/o Sy C 5.
Podemos suponer que S; C S;. Continuando de esta forma y cambiando la numeracién de
los S;’s, si hace falta, se puede suponer que S; C 5,,, entonces 7" C S,, probando que 7T es L.i.
es decir Sy € F. Claramente se tiene que Sy es una cota superior para C. Sea B un elemento
maximal de F, por eleccion, B es 1.i. Si a € V es tal que a ¢ L(B) entonces B = BU {a} es
Li. por lo tanto B € F y B es un subconjunto propio de B, contradiciendo la maximalidad
de B, es decir B es una base de V. m

0.2.6. Operaciones en Conjuntos y Sistemas Algebraicos

Desde el punto de vista algebraico, los ingredientes esenciales en un conjunto son las opera-
ciones y sus propiedades, asi como las relaciones binarias y su conexion con las operaciones.
Como veremos a lo largo de estas notas, las operaciones y sus propiedades en un conjunto son
lo que hacen que diferentes areas de las matematicas se ocupen de estudiarlo. Por ejemplo,
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el sistema de los ntmeros reales y algunos de sus subconjuntos son objeto de estudio del
analisis matematico y las operaciones que interesan son aquellas que son continuas, diferen-
ciables, etc. Desde el punto de vista del algebra, el énfasis se hara en las operaciones que
describan ciertas estructuras algebraicas. En seguida precisamos el concepto de operacién en
un conjunto y también el de sistema algebraico.

Definicién. Sea A un conjunto no vacio, una operacion binaria en A es una funcion F :
AxA— A SiF:A— A, sedice que F' es una operacion unaria.
Note que se pueden tener operaciones n-arias en un conjunto para toda n > 1.

Si F' es una operacion binaria en A se dice que F' es:
i) Asociativa, si F'(F(a,b),c) = F(a, F(b,c)) para todo a,b,c € A.
ii) Conmutativa, si F'(a,b) = F(b,a) para todo a,b € A.

Si B C Ay F es una operacién binaria en A, se dice que B es cerrado bajo F'si F(BxB) C B.
Si F' es unaria la condicién anterior se traduce a FI(B) C B.

Definicién. Por un sistema algebraico 6 estructura algebraica entenderemos una (k + [ +
m + 1)-ada (S, Fy,...,F,Ry,...,Rx,a1,...,a,) donde S es un conjunto no vacio, F; es
una operacion en S para todo i, R; es una relacion en S para todo j, a; es un elemento
“distinguido” de S para todo t.

Note que en la definiciéon anterior no se estd suponiendo que todas las operaciones y relaciones
sean binarias.

Dos sistemas algebraicos (S, Fi, ..., Fl, Ry, ..., Rg,a1,...,a,) vy (S, F], ...,
F,R},...Ry,dy,...,a,,) son del mismo tipo si

) k=K, l=UIym=m

ii) F; y F! tienen el mismo nimero de argumentos para todo i, es decir, si F; es n;-aria,
también lo es F}.

iii) La condicién anterior la cumplen R; y R; para todo i.

Ejemplos.

1. Las estructuras aditivas de dos espacios vectoriales (V,+,0y) y
(W, +, 0y ) son del mismo tipo.

2. (R,+,0,<,0,1) y (C,+,9,0,1) no son del mismo tipo.

Definicién. Dos sistemas algebraicos (S, Fi, ..., Fj, Ry, ..., Ry, a1, ... ay) y (S, Fl, ..., F},
son isomorfos si, son del mismo tipo y existe una funcién biyectiva f : S — S’ tal que

/

1y *

Rk’ )
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i) f(a;) = a, para todo 1.
ii) f preserva operaciones, es decir f o F; = F! o f para todo i.

iii) f preserva relaciones, es decir (a,b) € R; entonces (f(a), f(b)) € R} para todo i. En
caso de relaciones n-arias la adaptacion es natural.

Si dos sistemas algebraicos son isomorfos lo denotaremos por S = S’, en caso de no haber
confusion.
Ejemplos.

1. Si V y W son espacios vectoriales isomorfos entonces son isomorfos considerando sus
estructuras aditivas.

2. Denotemos por R™ a los reales positivos, entonces (R, +, <,0) = (RT, o,
<,1). En efecto, sea f : R — R la funcién exponencial, es decir f(x) = %, f satisface
las condiciones de la definicién anterior.

Observacién 10. Si S y S no tienen operaciones y existe una funcion f : S — S’ biyectiva
diremos que S y S’ son isomorfos ¢ nimericamente equivalentes. En este caso también se
dice que S y S’ tienen la misma cardinalidad y se usa la notacién S = S'.

Definicién. Un conjunto S se dice finito si para todo subconjunto propio T, S 2% T.

Ejercicio. Demuestre que para todo conjunto X, X % P(X). Sugerencia: es suficiente
mostrar que no existe una funcién suprayectiva de X a P(X), para esto suponga que tal
funcién existe y dendtela por f. Considere el conjunto A = {z € X : x & f(x)}, puesto que
f es suprayectiva, existe un = € X tal que f(z) = A, jes esto posible?

0.2.7. Ejercicios

1.- Resuelva todos los ejercicios asignados en las notas.

2.- Sea A un conjunto con n elementos. Demuestre que el conjunto potencia de A tiene 2"
elementos.

3.- Sean A, B C FE conjuntos. Demuestre que ANB =0 < AC B® < B C A

4.- Sean A, B conjuntos no vacios tales que (A x B)U (B x A) = C' x C. Demuestre que
A=B=0C.

5.- Sea {A,} una familia de conjuntos, Sy = UFA;, k = 0,1,.... Demuestre que U A, =
AgU (A — Sp)U---U (A, — Sp—1) U--- Los conjuntos que aparecen a la derecha son
disjuntos a pares.
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10.-

11.-

12.-

13.-

14.-

15.-
16.-

17.-

Sean R, S relaciones en el conjunto A. Se define la composicién de R y S denotada por
R oS como aR o Sb siy sélo si existe un ¢ € A tal que aRc y ¢Sb. Demuestre que la
composicion de relaciones es asociativa. Si R y S son relaciones de equivalencia, jes la
composicion una relacion de equivalencia?

Para una relacién R en A se define R~! por aR™'b si y sélo si bRa. Sea R una relacién
reflexiva, demuestre que R es una relacién de equivalencia <= RoR =Ry R = R~ %

Sean A, B conjuntos y R, .S relaciones en A, B respectivamente. Se define la relacién
producto R x S en A x B por (a,b)R x S(c,d) siy solo si aRcy bSd. Si Ry S son
relaciones de equivalencia entonces R x S también lo es. jEs cierto el reciproco?

Sea V' un espacio vectorial sobre R de dimensién finita, W un subespacio de V. Se
define en V' la relacion Ry, dada por aRw (3 si a — 8 € W. Demuestre

a) Rw es una relacién de eqivalencia.

b) Si V/W denota al conjunto de las clases de eqivalencia se definen en V /W opera-
ciones suma, y producto por escalar como sigue. [a] + [3] = [a + (] y r|a] = [ra],
[a],[8] € V/W y r € R. Demuestre que con estas operaciones V/W es un espacio
vectorial. Describa la dimensién de V/W en términos de las dimensiones de V' y
w.

En R*\ {0} se define la siguiente relacién R: aRf3 si existe un A € R\ {0} tal que
a = A\G. Demuestre que R es una relacién de equivalencia, el conjunto de las clases
de eqivalencia se le llama el plano proyectivo real. La construccion anterior se puede
hacer en R" para todo n > 2. Si n = 2 el conjunto de las clases de equivalencia se
llama la recta proyectiva real. Encuentre el significado geométrico en las construcciones
anteriores.

En el conjunto de los enteros positivos se define la relacién m < n si n divide a m.
Demuestre que la relacién definida es una relacion de orden parcial, que toda cadena
tiene cota superior y determine los elementos maximales.

Sea A el conjunto de las sucesiones reales. Se ordena A con el orden lexicogréfico, es
decir (ay,as,...) 2 (b1, by,...) si a; = b; para todo i, 6 a, < b, para el primer n tal
que a, # b,. Demuestre que este es un orden total en A.

Sea A un conjunto bien ordenado por R. Demuestre que R~! es un buen orden sola-
mente cuando A es finito.

Demuestre que si A es finito entonces cada orden total es un buen orden.

Demuestre que cualquier espacio vectorial admite una base. Sugerencia: Use el lema
de Zorn.

Demuestre que el campo de los nimeros complejos no admite un orden compatible con
las operaciones de suma y producto. jContradice ésto al teorema de Zermelo?
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18.- Sea V' = R con la suma usual de reales, los escalares restrinjalos a los niimeros raciona-
les. En este caso se dice que los reales forman un espacio vectorial sobre los racionales.
LEs R un espacio vectorial de dimensién finita sobre los racionales?

19.- Sea A un conjunto parcialmente ordenado, A se dice una red si para todo par de
elementos a,b € A, el conjunto {a,b} tiene minima cota superior y maxima cota
inferior en A. Demuestre que P(X) es una red con el orden inducido por la inclusién
de conjuntos. Proporcione varios ejemplos de redes.

20.- Sea V un espacio vectorial, Y el conjunto de todos los subespacios de V', si Y se ordena
con la inclusién de conjuntos, jes Y una red?

0.3. Sistemas de Peano, Los Enteros Positivos

En 1889 el matematico Italiano G. Peano [9], present6 una formulaciéon axiomatica del sis-
tema de los enteros positivos, la cual en parte habia sido influenciada por el trabajo de
Dedekind [3]. Peano, en su trabajo presenta una formulacién axiomadtica de los enteros po-
sitivos ligeramente diferente de lo que llamaremos un sistema de Peano. Con un sistema de
Peano se inicia la construccion de los sistemas de los enteros, racionales y reales. Kronecker,
uno de los matematicos del siglo XIX que mas contribuciones hizo en las matematicas resume
lo anterior en su famosa frase: Dios creo a los nimeros naturales, lo demds es producto del
hombre. Dedekind, otro de los grandes del siglo pasado, refuta de alguna forma el enunciado
de Kronecker, afirmando que atin los nimeros naturales son producto del hombre, y esto se
logra mediante una axiomatizacién de la teoria de conjuntos, pues uno de los axiomas en
teoria de conjuntos es equivalente a la existencia de un sistema de Peano.

Definicién. (Axiomas de Peano) Por un sistema de Peano entenderemos un sistema alge-
braico (P, Sc,1) con 1 € P y Sc: P — P satisfaciendo:

P1 Sc(x) # 1 para todo x € P.
P2 Sc es inyectiva.

P3 SiACP, 1€ AySc(A) C A entonces A= P.

Observacién 11. El axioma P3 es lo que usualmente se conoce como el principio de in-
duccion. Este axioma es el que usaremos repetidamente cuando estemos probando que un
subconjunto de P debe ser todo P. A los axiomas anteriores se les conoce como axiomas de
Peano .

Axioma P. Existe un sistema de Peano.

El axioma anterior no hace falta si se ha iniciado con una formulacién axiomatica de la teoria
de conjuntos.
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Teorema 9. Sea (P, Sc,1) un sistema de Peano, entonces P = {1} U Sc(P).

Demostracién. Sea A = {1} U S¢(P). Por P3 es suficiente mostrar que Sc(A) C A. Sea
x € A.Siz=1¢€ P entonces Sc(1) € Sc(P). Si x # 1 entonces x = Se(y) para algin y € P,
por lo tanto Sc(z) = Sc(Sc(y)) € Se(P) C A, ie. A=P.m

0.3.1. Operaciones en un Sistema de Peano

Teorema 10 (Teorema de Recursién, Dedekind 1888). Suponga que X es un conjunto,
f: X — X una funcién, y a € X. Si (P, Sec, 1) es un sistema de Peano, entonces existe una
tinica funcion F : P — X tal que

i) F(1) =
ii) Yo € P, F(Se(x)) = f(F(x)).

Demostracién. Unicidad. Suponga que existen F & F5 satisfaciendo i) y ii). Sea A = {x €
P : Fi(z) = Fy(z)}. Pori) 1 € A. Si # € A entonces Fy(x) = Fy(z). Se debe probar que
Fi(Sc(x)) = Fy(Sc(x)). Por ii) se tiene Fy(Sc(x)) = f(Fi(z)) = f(Fa(x)) = Fo(Sc(z)). Por
lo tanto A = P.

Existencia. Considérese la familia de subconjuntos F cuyos elementos H C P x X satis-
facen:

a) (1,a) € H.
b) Si (x,y) € H, entonces (Sc(x), f(y)) € H.

Ya que P x X satisface a) & b), se tiene que F es no vacia.

Sea F' = (yer H

Afirmacién F es una funcién. Sea A ={z € P| 3!y € X con (z,y) € F'}. Se probard que

A=P.

Si 1 ¢ A, entonces 3 ¢ # a tal que (1,a),(1,¢) € F, definiendo F; = F\{(1,¢)} se tiene que

F satisface a) & b), por lo tanto F} € F, entonces F' C F}, =<«. De esta forma 1 € A.

Sea © € A, se debe probar que Sc(x) € A. Si x € A entonces existe un unico y € X

tal que (z,y) € F. Por b), (Sc(x), f(y)) € F. Si (Sc(z),c) € F con ¢ # f(y) entonces
= F\{(Sc(z), c)} satisface también a) & b), por lo que F' C [, es una contradiccién. De

aqui A = P, ie. I es una funcién que satisface a) & b) y esto significa que F(1) = a y si

F(z) = y entonces F(Sc(x)) = f(F(x)) como se pedia. m

El siguiente teorema es una pequena generalizacion del teorema de recursion y sera de uti-
lidad, especialmente cuando se definan la suma y el producto de varios elementos en un
sistema de Peano, en particular es 1til para definir el factorial de un entero positivo.

Teorema 10’ (Teorema Generalizado de Recursién). Sea (P, Sc,1) un sistema de Peano, X
un conjunto y a € X. Suponga que f : P x X — X es una funcién. Entonces existe una
tnica funcion F : P — X tal que
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i) F(1) = a.
ii) Vo € P, F(Sc(x)) = f(z, F(x)).
Demostracién. Unicidad. Si F} y F; son funciones que satisfacen i) y ii), sea A = {z € P |

Fi(z) = F5(2)}, entonces por i) 1 € A. Si Fi(z) = Fy(2) entonces F1(Sc(z)) = f(z, Fi(z)) =
f(z, Fa(2)) = F5(Sc(z)), de esta manera A = P.

Existencia. Considérese la familia F de subconjuntos H C P x X tales que
a) (1,a) € H.
b) Si (z,y) € H, entonces (Sc(z), f(z,y)) € H.

Ahora la demostracion continiia como en el teorema anterior. m

El siguiente teorema garantiza que solo existe un sistema de Peano.

Teorema 11 (Unicidad de un sistema de Peano). Si (P, Se,1) y (P, S'c,
1") son dos sistemas de Peano, entonces existe un tunico isomorfismo ¢ : P — P’ con
o(l) =1 & S'cop=¢poSc.

Demostracién. Aplicando el teorema de recursiéon a (P, Sc,1)y X = P, f=Scyd =1,
se tiene que existe una unica funcién ¢ : P — P’ con ¢(1) =1"y

poSc=S"coyp (1)

Intercambiando los papeles entre P & P’, y aplicando nuevamente el teorema de recursién
se encuentra que existe W : P/ — P (tnica) tal que U(1') =1y

VoSc=ScoW (2)

De (1) & (2) se tiene Vo po Sc= Vo S'cop = Sco Vo, también se tiene que la funcién
identidad I : P — P satisface [ o S¢c = Sco [ & I(1) = 1. Ahora tomando X = P, a =1
y g = Sc se tiene que ¥ o ¢ e I ambas satisfacen las condiciones del teorema de recursion ,
por lo que W o p = . Un argumento andlogo muestra que po V¥ = /. m

Definicién. El sistema de Peano tnico (P, Sc, 1) es llamado el conjunto de enteros positivos.

Teorema 12. Sea (P, Sc,1) un sistema de Peano, G: P x P — P, H: P — P funciones.
Entonces 4! F': P x P — P tal que

i) F(z,1)=H(x)Vz € P.
ii) F(z,Sc(y)) = G(z, F(z,y)) ¥V x,y,€ P.
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Demostracién. Para una = € P fija, sea C,, = H(x), G,(z) = G(z,2). Por el teorema de
recursién 3! F, : P — P tal que F,(1) = C, y F.(Sc(y)) = G.(F.(y)). Para z,y € P,
defina F(x,y) := F,(y) entonces

) F(a,1) = F,(1) = C, = H(x).
ii) F(z,Sc(y)) = Fo(Sc(y) = Go(Fu(y)) = G(z, F(x,y))

La unicidad se tiene a partir de la unicidad de F,. m

0.3.2. Adicion de Elementos en un Sistema de Peano

Sea G : P x P — P dada por G(z,y) = Sc(y), H(z) = Sc(x). Del teorema anterior 3! una
funcién F': P x P — P satisfaciendo

a) F(x,1) = Sc(z), y
b) F(z,Sc(y)) = G(z, F(z,y)) = Sc(F(z,y)).

Definicién. Con la notacion anterior, denétese por x +y al valor de F'(z,vy). Esta operacién
es llamada la suma o adicion de x & .

Observacién 12. Con la notacién anterior y las propiedades a) y b) se tiene que la adicién
satisface:

a)’ Sc(r) =x+ 1.
b) x + Sc(y) = Se(x + ).
Se hard algun trabajo para probar todas las propiedades aritméticas de un sistema de Peano

basado en la definicion de adicién. El siguiente teorema establece las propiedades basicas
de esta operacién.

Teorema 13. Sea (P, Sc,1) un sistema de Peano, entonces + satisface.
D)o+ (y+z) =(@+y)+2 Va,y 2z € P (Propiedad asociativa).
ii) t+y=y+x, Va,y € P (propiedad conmutativa).
iii) Si x + z = y + z, entonces © = y (propiedad de cancelacion).

iv) Para cualquier x,y € P, exactamente una de las siguientes condiciones se cumple
(propiedad de tricotomia para +).

a)r =y.
b) 3w € P tal que x =y + u.
c)3IlvePtalquey =x+v.
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Demostracién. i) Dados z,y € P,sea A={z € P |z + (y+ z) = (x + y) + 2z} se tiene
a)’

zzj—i-(y—l—l)ii:lc—i—Sc(y)]2 Sc(x +y) = (r+y) + 1, por lo tanto 1 € A.
Si z € A, se necesita mostrar que Sc(z) € A.

v+ (4 Se(2) L o+ Se(y + 2) 2 Se(w + (y+ 2)) “E Se((@ +y) +2) 2 (@ +y) + Se(2),
i.e. Se(z) € A, por lo tanto A = P.

ii) Primero se mostrard que z+1=1+x,V x. Sea A ={x € P:2z+1 = 1+xz}. Obviamente
1 € A; si x € A, entonces se debe probar que Sc(x) € A.
Sc(z)+1=(z+1)+1)=(142z)+1 Dy (x +1) =1+ Se(x), entonces Sc(z) € A, i.e.
P =A.

Sea x € P un elemento fijo, A ={y € P:z+y =y + x}. Por el argumento anterior 1 € A.
Suponga y € A.

r+Sc(y) =Sc(x+y)=Scly+x)=y+Sc(z) =y+(x+1)=y+(1+z)=(y+1)+a=
Sc(y) + .

iii) Sean v,y € P, A={2€ P :ox+z2z=y+2z = =y} 1€ Ayaquear+1 =
y+1 = Sc(z) = Sc(y). Debido a que Sc es inyectiva entonces © = y. Suponga z € A, y
que x + Sc(z) =y + Sc(z), entonces

r+(z+1)=y+(z+1) = (z+2)+1l=Wy+2)+1l = ax+z=y+2 = =y, porlo
tanto A = P.

iv) Primero se demostrard que para cualesquiera z,y,€ P, y # = +y. Dado x € P, sea
A={y:y#zx+y}. 1€ A yaquel # x+1 = Sc(x) (recuerde que 1 ¢ Sc(P)). Si
y € A& Sc(y) ¢ A, entonces Sc(y) = x + Sc(y), ie.y+1l=x+(y+1) = (x+y)+1,
por la propiedad de cancelacion y = x + y, i.e. y ¢ A =<, por lo tanto A = P. Por lo
anterior, a) & b) , a) & ¢) no se cumplen simultdneamente, si b) & c¢) se cumplen entonces
r=y+u=(x+v)+u=2+ (v+u) =<

La propiedad de la cancelacién garantiza la unicidad de u & v. Ahora se demostrara que a),
b) 6 ¢) se cumplen. Sea x € P, A={y € P:a) 6b) 6 c) se satisfacen}. 1 € Ayaque 1l ==
61#x. Six#1, entonces x = Sc(v), es decir a) 6 ¢) se cumplen para 1, z.

Suponga y € A, se necesita mostrar que Sc(y) € A. Siz =y, entonces x+1 = Sc(z) = Se(y),
por lo tanto ¢) se cumple para z, Sc(y).

Como ejercicio verifique las otras posibilidades. m

0.3.3. Multiplicaciéon en el Conjunto de Enteros Positivos

Sea (P,Sc,1) el conjunto de enteros positivos, H(x) = z para x € P, G(x,y) = = + v,
YV x,y € P. Denotemos por x ey el valor de la tnica funcién F' garantizada por el Teorema
12, entonces e satisface

a) F(z,1)=zel=H(zx)=x, Vze€P.
b) F(z,Sc(y)) = G(z, F(z,y)),i.e. roSc(y) =z +zoy.

El siguiente teorema proporciona las propiedades basicas de la operacién e (multiplicacién
de enteros positivos) y su relacién con la adicion.
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Teorema 14. Sea (P, Sc,1) un sistema de Peano, entonces:

i) Para cualesquiera x,y,z € P, xe(y+z) = xey-+xez; propiedad distributiva izquierda
de e respecto a +

ii) Para cualesquiera x,y,z € P, (x+y)ez = z ez +yez; propiedad distributiva derecha
de e respecto a +.

iii) Para cualesquiera x,y € P, x @ y = y e x:; propiedad conmutativa para e
iv) Para cualesquiera x,y,z € P, v e (y e z) = (z e y) ® z; propiedad asociativa de e

v) Para cualesquiera x,y,z € P, si x @ z = y  z entonces x=y; propiedad de cancelacion
de o

Demostracidén. i) Sean v,y € P, A={2€ P:xe(y+z)=rzey+zez}
1€ A;enefecto, re(y+1)=zeSc(y) =rv+rey=cel+rey=xey+ el Suponga

z € A, entonces o (y+z2) =xey+ ez porloqueze(y+ Sc(z)) =xe(Sc(y+ 2)) D)
re(y+z)+tr=ceyt+reztr=cey+(rez+z)=cey+xeSc(z), asi Sc(z) € A.
ii) Seanx,y € P,A={z € P: (x+y)ez = rez+yez}. Setiene (z+y)el 2 T+y 2 rel+yel,

por lo tanto 1 € A. Suponga z € A, ie. (r+y)ez=1xez+yez entonces (x+y)e Sc(z) D)

(z+y)+(z+y)ez=(r+y)+[rez+yez]=(x+rez)+(y+yez)=xeSc(z)+yeSc(z).
Asi S.(z) € A
iii) Primero se demostrard que 1 ez = x, V. Sea A = {z € P: 1 ex = x}. Esta claro que

1e1 21, Suponga lex = z, entonces 1eSc(x) = 14+1ex = 1+zel Dt = Sc(x) = Sc(x)el.
Seax € Py A={y € P: zey=yex}. Porloprobado antes, 1 € A. Supongamos quey € A
y probemos que S.(y) € A. Se tiene roS.(y) = ro(y+1) = rey+rel = yer+lexr = (y+1)ex,
probando lo deseado.

iv) Dados 2,y € P,sea A := {2z € P : (rey)ez = x e (yez)} 1 € A; en efecto,

(xoy)ola:)xoy:xo(y) a:)xo(yol). Suponga z € A, i.e. (rey)ez =re(yez) entonces

(roy)eSc(z) 2 (zoy)+ (rey)ez=seytae(yes) Lre(y+yez)Zre(yeSc(s))

Luego S.(z) € A.
v) Suponga x # y. Por el Teorema 13 iv), se tiene z = y+u 6y = x +v. Six =y + u,

entonces rez = (y+u)ez D yez+uez. Nuevamente por el Teorema 13 iv) yeztuez # yez.
Se aplica un argumento similar para y =z + v. m

0.3.4. Exponenciacién de Enteros Positivos

Sea (P, Sc,1) el conjunto de enteros positivos, H(z) = x y G(z,y) = = ey, denotando por
a¥ el valor de la unica funcién F(z,y) garantizado por el Teorema 12, entonces la funcién
exponenciacién satisface:




0.3. Sistemas de Peano, Los Enteros Positivos

20

a) F(z,1)=H(x) =2' = z.
b) F(x,Sc(y)) = G(x, F(x,y)), i.e. 150 =z @ 2.

Las propiedades bésicas de la exponenciacion estan contenidas en el siguiente teorema.

Teorema 15. Sean x,y,z € P, con (P, Sc,1) un sistema de Peano, entonces
i) 1V =1
ii) z¥ e x® = z¥te.
iii) (2Y)? = a¥*=.

iv) (zey)” =% ey”.

Demostracidén. i) Sea A = {y € P : 1¥ = 1}. Por la propiedad a) de la funcién exponen-
ciacién, 1' = 1, es decir 1 € A. Suponga y € A, entonces 15 D lely=1e1 =1, porlo
tanto A = P.

ii) Suponga z,y € P.Si A= {z € P:2YVex® = 2¥"*} se debe mostrar que A = P.1 € A, en

b) .
efecto, 2V ex! =2V ex = v ey = 25W = z¥t1 Suponga z € A, i.e. 2¥ @27 = ¥, entonces
1V e ) = pVex*t!l = pVe(r7ex) = (1Ver?)ex = gV ey = pWHA)FTL = gyt (EHl) — py+Se(z)

iii) Suponga =,y € P. Sea A ={z € P: (2Y)* = 2¥**}.

a)

1 € A, en efecto (z¥)' = 2¥ = 2*Y. Suponga z € A, i.e. (z¥)* = 2¥**, entonces (1¥)5°*) =

(z¥) =+ b (2¥) o (2¥)° = 2V o (2%°) 0 vtys — p(42)y — Se(2)y.

iv) Ejercicio. m

0.3.5. Orden Parcial en un Sistema de Peano

Una de las propiedades basicas de los enteros positivos es, relacionar las operaciones de
adicién y multiplicacion con el orden. La definicién siguiente jugard un papel importante en
la teoria general para definir el sistema de los ntimeros reales.

Definicién. Si (P, Sc,1) es un sistema de Peano, x,y, € P, se dice que x es menor o igual a
y (en simbolos) x < y si y sélo si x =y 6 existe u € P tal que y = = + u.

Observacion 13. Si W denota la relacién de orden dada, entonces (x,y) € W <= z <.
Six <y yax+#y seescribe x < y.

En el siguiente teorema se presentan las propiedades fundamentales del orden en los enteros
positivos.

Teorema 16. Sea P un sistema de Peano, x,y,z € P, entonces
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i) Exactamente uno de los tres casos se cumple: © < y, * =y, y < = (propiedad de la
tricotomia para <).

ii) Six <y & y < z, entonces x < z (propiedad transitiva para <).
iii) x <z ¥V x € P (propiedad reflexiva para <).

iv) Six <y & y < x entonces x =y (propiedad antisimétrica para <).

Demostracidn. i) Si x # y, entonces el resultado se obtiene de la propiedad de la tricotomia
para +.

ii) Si x <y & y < z, entonces existen u,v € P tales que y = x +u & z = y + v, por lo que
z=(r+u)+v=a+ (u+v),ie v <z

iii) Obvio.

iv) Se obtiene de i). m

Observacion 14. Las propiedades ii)-iv) en el teorema anterior establecen que P es un con-

junto parcialmente ordenado, por lo tanto del Teorema 16 se tiene que (P, <) es totalmente
ordenado.

Nota. Recordemos, un conjunto parcialmente ordenado A es bien ordenado, si cada subcon-
junto no vacio B C A tiene un primer elemento, i.e. para cada B # (), existe by € B tal que
bp <bVbeB.

Observaciéon 15. Si B tiene un primer elemento, éste es tinico, pues si by, by € B satisfacen
by < by & by < by entonces by = b;.

Teorema 17. Sea (P, Sc,<,1) un sistema de Peano. Para x,y € P se tiene
i)z £ 1.
ii) x < Se(y) <= = <uy.
i) 1< a.
iv) Se(y) <z <= y <.

v) y < Sc(y) y no hay x € P tal que y < z < Sc(y).

Demostracién. i) Si z < 1, entonces 1 = x +u con u € P = {1} U Se(P). Siu =1
entonces 1 = x + 1 = Sc(z) =<«. Si u # 1, entonces u = Sc(y) para algun y, por lo que
l=az+Sc(y)=(r+y)+1=Sc(x+y)=><. Asiz £ 1.

ii) Si x < Sc(y) entonces Sc(y) = y+ 1 = &+ u para algin u € P. Si u = 1, entonces = = y.
Siu # 1 entonces u = Sc(z) =z+ 1, porloquey+1=z+(z2+1) = y=2x+ 2 por lo
tanto x < y. Reciprocamente si x < y, entonces siz =y = x <y+1= Sc(y). Siz <y
entonces r <y < Sc(y).
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iii) 1 < z se obtiene de i) y la propiedad de tricotomia.

iv) Si Sc(y) < z, entonces y < Sc(y) < ¢ = y < x. Reciprocamente, si y < z, entonces
r=y+u = Sc(y) <z

v)y < Sc(y), es claro ya que Sc(y) = y+1. Siy < x < Sc(y) para algin = entonces, z = y+u
& Sc(y) = x+wv con u,v € P. De lo anterior Se(y) =y+1= (y+u)+v=y+ (u+v). Por
la propiedad de la cancelacién para +, se tiene 1 = u + v, por lo tanto u < 1 contradiciendo
i). m

Teorema 18. Si (P, Sec, 1) es un sistema de Peano entonces (P, <) es un sistema bien
ordenado.

Demostracién. Sea A C P, A # (). Suponga que A no tiene un primer elemento y sea
B={xeP:x<yVye A}, se mostrard que B=P.

1 € B, en efecto, por el Teorema 17 iii) 1 <y Vy € A. Sil € A, 1 seria un primer elemento,
contrario a la suposicion, por lo que 1 <y Vy € A, es decir 1 € B.

Sea z € By suponga y € A, entonces x < y. Aplicando el Teorema 17 iv) se tiene Sc(z) < y.
Si Sc(x) € A, entonces Sc(x) es un primer elemento en A, contradiciendo la hipdtesis sobre
A, asi Sc(z) ¢ A, por lo tanto Sc(z) <y Vy € A, demostrando que Sc(z) € B. Por lo tanto
B=P como se afirmé.

Afirmacién. B C A° = P\ A. Suponga = € B\ A°, entonces € BN A de esto x < z =<«.
Por lo anterior se debe tener A=(), una contradiccién. m

Definicién. Sea (S, <) un conjunto parcialmente ordenado. Dados x,y € S se dice que x es
un antecesor directo de y, y que y es un sucesor directo de x si x < y y no existe z € S tal
quer <z & z <.

Teorema 19. Suponga que (S, <) es un conjunto bien ordenado.
i) Siz € Sy para algin z € S, x < z entonces x tiene un tnico sucesor directo en S.

ii) Vo € S, x tiene cuando més un antecesor directo.

Demostracién. i) Sea A={w € S : © < w}. Por hipdtesis A # ). Debido a que S es un
sistema bien ordenado, entonces A tiene un primer elemento a que es unico. Claramente a
es un sucesor directo de = € S.

ii) Si x tiene dos antecesores directos, digamos a & b entonces el conjunto {a,b} tiene un
primer elemento, i.e. a < b 6 b < a, de cualquier forma se tiene una contradicién, por lo que
x tiene cuando mas un antecesor directo. m

El teorema siguiente caracteriza los sistemas de Peano en términos de las propiedades de

orden.

Teorema 20. Suponga P # () y (P, <) es un sistema bien ordenado con un primer elemento
1. Ademads, suponga que (P, <) satisface:
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i) Cada elemento x de P tiene un sucesor directo, Sc(x).

ii) Cada elemento x de P \ {1} tiene un antecesor directo. Entonces (P,Sc,1) es un
sistema de Peano.

Demostracién. Se necesita demostrar que (P, Sc, 1) satisface P1, P2, P3
P1) Esté claro que 1 # Sc(x) Vo € P, ya que 1 es el primer elemento en S.

P2) Se necesita mostrar que Sc es inyectiva. Suponga z = Sc(x) = Sc(y), por lo tanto z &
y son antecesores directos de z, por el Teorema 19 ii) z=y.

P3) Suponga A C Py que satisface: 1 € Ay x € A = Sc(x) € A, se necesita demostrar
que A=P. Sea B=P\A. Si B # (), entonces B tiene un primer elemento, digamos b.

Por ii), b tiene un antecesor directo, (ya que b # 1) i.e. b = Sc(z), = x < b. Debido a
que b es el primer elemento en B, x ¢ B, entonces = € A, consecuentemente Sc(z) € A,
i.e. b € A contradiciendo lo supuesto. m

0.3.6. Operaciones y Orden en un Sistema de Peano

Una de las propiedades fundamentales del campo de los niimeros reales es la compatibilidad
del orden con las operaciones de suma y producto. Esta propiedad es la caracteristica fun-
damental que permite hacer de los reales un campo ordenado, lo que a la vez hace de estos
el campo fundamental para hacer andlisis real.

El siguiente teorema contiene las propiedades bésicas que relacionan las operaciones y el
orden en un sistema de Peano, y esto a su vez nos permitira ir edificando las mismas propie-
dades, primeramente en los enteros, racionales, y finalmente en los reales.

Teorema 21. Sea (P, Sc,<,1) un sistema de Peano ordenado. Si x,y,z € P, entonces
r<y < =+ z2<vy + z,
i) r<y < rez<yez
i) T <y <= 2° <y?,
iv) Sil < z entonces 1 < 2%,
v) Sil <z entoncesx <y <= z* <2V,

Demostracién. i) z <y <= Juec Ptalquey=a + u,porloquey + z=2x + 2z + u,
deestaformar <y < =+ 2<y + 2

i)r <y < Jue Ptalquey=2 + u,deaquiy e z =2z e z + u e z por lo tanto
r e 2z <y e 2z Reciprocamente, siz @ z <y e z entoncesy @ z=1x ® 2z + u
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Si xz £ y, entonces por tricotomia z =y 6 y < z; * = y no es posible. Si y < z, entonces
r=y+uv,porlotantoy e 2=(y +v) ez +u=y ez + (v ez + u) imposible, de esta
manera r < .

iii), iv), v) Ejercicio. m
Corolario. Para cualesquiera x,y, z,w € P se tiene:
i) Siz<yyz<w,entoncesr + 2z <y + w.
ii) Siz<yyz<w,entoncesr ® z <y ® w.
iii) Six <y yz<w, entonces x* < y~.
iv) Sil<z<yyz<w, entonces * < y*.
v) Si x® = y* entonces x = y.

vi) Sil < zyz2"=2zY entonces z =y.

Demostraciéon. Ejercicio.

Se termina esta seccién con un teorema relacionado con la teoria de conjuntos. El cual se
presenta sin prueba.

Definicién. Sea n un entero positivo. Se dice que el conjunto S tiene n elementos si existe
una funcién biyectiva de S a{k € P:k<n}.Sif:S — {ke€ P:k<n}ygdenota la
inversa de f, los elementos de S se denotan por ay, ..., a, donde g(i) = a;.

Teorema 22. Sea S un conjunto, entonces S es finito <= S = () 6 S tiene n elementos
para algin n € P.

Observacién 16. Recuerde que la definicion de un conjunto finito fue dada en términos de
subconjuntos de S.

De ahora en adelante el tnico sistema de Peano (P, Sc,+,e,<,1) le llamaremos conjunto
de enteros positivos y los elementos de P se denotaréan por 1, 2=S¢(1), 3=S¢(2), ..., (1+
n)=Sc(n) y el conjunto P se denotard por N.

Observacion 17. Esta mas o menos “claro” que el primer elemento 1, puede reemplazarse
por cualquier elemento fijo, digamos “0” y el sistema “nuevo” es isomorfo al discutido aqui.

0.3.7. Ejercicios

1.- Resuelva todos los ejercicios asignados en las notas.

2.- En los siguientes ejercicios N denotara al conjunto de los enteros positivos, es decir al
Unico sistema de Peano y Sc denotara a la funcion sucesor. Demuestre que Sc no tiene
puntos fijos.
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3.- Demuestre que N y S¢(N) tienen la misma cardinalidad.

4.- Un conjunto S se dice numerable si S tiene la misma cardinalidad que N. Demuestre
que todo conjunto numerable es infinito.

5.- Para cada n € N sea I,, = {m € N:m < n}. Demuestre que [, es un conjunto finito.
A I, se le llama un intervalo inicial.

6.- Sea T C N no vacio. Demuestre que 7' es un intevalo inicial <= T satisface las
condiciones:
a) Sc(n) € T implican € T
b) Existe un m € T tal que Sc(m) ¢ T.

7.- Demuestre que dos intervalos iniciales I,,, [, tienen la misma cardinalidad <=
m =n.

8.- Dado m € N se define el intervalo terminal T,,, = {n € N : m < n}. Demuestre que T,
es infinito.

9.- Dado n € N entonces se tiene una y solo una de las siguientes posibilidades.

a) n=1.
b) Existe un m € N tal que n = 2m.
c) Existe un m € N tal que n = 2m + 1.

10.- Proporcione una definicién de la funcién factorial de n usando el teorema de recursion
0 el teorema 13.

11.- Sea (S, <) un conjunto bien ordenado, M un subconjunto acotado. Demuestre que M
admite maximo y minimo.

0.4. Los Enteros

Se ha visto que el sistema (N, +, o, <, 1) satisface las propiedades de los enteros positivos, la
siguiente meta es construir un sistema, llamado sistema de enteros, que satisfaga entre otras
propiedades, que la ecuacién m + p = p tenga una solucién, recuerde que esta ecuacién no
tiene soluciones en N.

Se tiene que en el sistema (N, +, e, < 1) hay elementos que satisfacen m + ¢ = p + n para
diferentes valores. Si agrupamos parejas de elementos en N, (m,n) y (p,q) con la condicién
m + q = p + n, entonces se tiene una relacion en N x N, mas concretamente: los elementos
(m,n),(p,q) € N x N estén relacionados por ~ siy s6losim+qg=p+né (m,n) ~ (p,q)
siy s6lo sim+q=n-+Dp.
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Teorema 23. La relacion definida anteriormente es una relacion de equivalencia en N x N.

Demostracién. i) Esté claro que (m,n) ~ (m,n), ya que m+n = n+m i.e. ~ es reflexiva.
ii) Si (m,n) ~ (p,q) entonces m + ¢ = n + p y esto es equivalente a p +n = ¢ + m por lo
tanto (p,q) ~ (m,n), simetria.

iii) Si (m,n) ~ (p,q) & (p,q) ~ (r,s) entonces m+q=n+pyp+s=q+r, por lo que
m+q+s=p+n+s=p+s+n=r+q+n, por cancelacion en N se tiene m + s =r + n,
i.e. (m,n) ~ (r,s) entonces ~ es transitiva. m

Dado un elemento (m,n) € Nx N, la clase de equivalencia de (m,n) se denotard por [(m,n)]:
={(p,q) e NXN: (m,n)~ (p,q)} = {(p,q) ENxN:m+qg=p+n}.

Definicién. Se define el conjunto de los enteros y se denota por Z = = {[(m,n)] :
(m,n) € N x N}.

Observacién 18. Suponga [(m,n)] = [(m/,n))] & [(p,q)] = [(P', )], entonces [(m + p,n +
Q)] = [(m'+p',n" +¢')]. En efecto, de lo supuesto se tienem+n'"=m'+n & p+q¢ =p +q,
sumando estas ecuaciones se obtiene m+p+n'+q¢ =n+q+m’'+p' y esta iltima ecuacion
es equivalente a [(m + p,n+ q)] = [(m' +p/,n’ + ¢')].

De la observacién anterior se concluye que existe una operacion en Z definida a continuacién.
Dados [(m,n)], [(p,q)] € Z se define la suma de [(m,n)] & [(p,q)] por [(m,n)] + [(p,q)] =
[(m +p,n+q)].

El resultado siguiente proporciona las propiedades bésicas de (Z, +).

Teorema 24. La operacion + en Z satisface:
i) + es asociativa.

ii) + es conmutativa.
iii) 7Z contiene una identidad tnica para + denotada 0.

iv) ¥V a = [(m,n)] € Z existe un tnico a’ € Z tal que a +a’ = 0.

Demostracidn. i) Se obtiene de la asociatividad en N.

ii) Se obtiene de la conmutatividad en N.

iii) Si [(m, n)] € Z, entonces [(m,n)]+[(1,1)] :== [(m+1,n+1)] = [(m,n)]. También se tiene,
[(m,n)] + [(p,q)] = [(m,n)] = p=q, y claramente [(1,1)] = [(p,p)]Vp € N, por lo tanto hay
un elemento tnico en Z denotado 0 tal que 0 +a =a Va € Z.

iv) Suponga [(m, n)] + [(x,y)] = [(1,1)] entonces [(m+z,n+y)] = [(1,1)] por lo que z=n &
y=m es una solucién, se debe mostrar que esta solucion es tinica. Se cambiard un poco la nota-
cién. Sia = [(m,n)] y 0 =[(1, 1)], entonces se tiene que a+a’ = 0 con @’ = [(n,m)]. Si a” tam-
bién satisface a+a” = Oentoncesa’ =a'+0=d + (a+d") = (' +a)+a" =0+a" =d". =

Definicién. Sea G un conjunto no vacio con una operacion binaria denotada por e. Si (G, e)
satisface
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i) e es asociativa.
ii) Existe e € G tal queceg=gee=gVgeG.
iii) Vg € G, existe ¢ € G talquegeg =g eg=ce.

G se llama un grupo.

Si (G,e) es un grupo y e es conmutativa, G es llamado un grupo abeliano. El nombre
abeliano se da después de que Niels Henrik Abel, matematico noruego, probara por primera
vez en los anos 1820’s que si el grupo de permutaciones de las raices de una ecuacién de la
forma f(z) = a,a™ + -+ + a1z + ap = 0 es conmutativo, entonces la ecuacién es “soluble
por radicales”. Esto significa, de manera un poco imprecisa, que las raices de un polinomio
f(z) = apx™ + -+ + a1z + ap se pueden obtener resolviendo un nimero finito de ecuaciones
del tipo 2¥ — A = 0.

Con la terminologia de la teorfa de grupos, el teorema 24 establece que (Z,+) es un grupo
abeliano.

0.4.1. Multiplicaciéon en Z

La multiplicacién en Z estd motivada por las reglas que involucran la multiplicacién de
enteros con signo, como muestra el siguiente ejemplo.

(+2)(=3) = (6 —4)(6—9) = (606 + 409) — (406 + 6 9)

Es necesario traducir la ecuacién anterior a la notacién usada en los enteros. Antes que todo,
el entero 6 - 4 se identifica con [(6, 4)] y similarmente 6 -9 se identifica con [(6, 9)], entonces
con esta notacién se puede escribir (42)(-3)=[(6, 4)][(6, 9)]=[(6 #6 + 4 9, 4 @ 6 + 6 ©9)]. En
general, el entero m - n se identifica con [(m,n)] & p - ¢ con [(p, q)], por lo que una posible
definicion de multiplicacién en Z que satisfaga las propiedades de multiplicacién de enteros
con signo es:

[(m,n)][(p, q)] = [(mp + ng, mq + np)] (3)

Se demostrard que esta definicién es independiente de los representantes de las clases [(m, n)]
v [(p, q)]- Méas concretamente, se tiene

Teorema 25. Si [(m,n)] = [(m/,n)] y [(p,q)] = [(p', )] entonces [(mp + ng, mq + np)| =
[(m/p/ + ,n//q/’ m/q/ + n/p/>].

Demostracion. El resultado se obtiene si se demuestra lo siguiente:

[(mp + ng, mq + np)] = [(m'p +ng’,m'q +n'p)] (4)

[(m'p +nq',m'q +n'p)] = [(m'p’ +n'p’,m'q + n'p)] (5)
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Por hipétesis m+n’ = m’+n, por lo que usando las propiedades de la adicién y multiplicacion
en N se tiene (mp + ng) + (m'q+n'p) = (m+n")p+ (n+mg=(m+n")p+ (m+n')qg =
(m+n')(p+ ¢). Usando la misma idea tenemos (m'p + nq’) + (mq +np) = (m+n')(p + q),
de lo anterior se obtiene (4).

Ahora usando la hipétesis p + ¢/ = p’ + ¢ y argumentando como antes, se llega a

(m/p+nq/) _"_ (m/q/+n/p/) — (m/+n/)<p+q/)

(m'p" +n'q") + (m'q+n'p) = (m' +n)(p+¢)
por lo cual se obtiene (5). m
Del teorema 25 se tiene que la operacién (3) en Z es independiente de los representantes de
las clases de equivalencia definidas en N x N. El resultado siguiente muestra las propiedades
principales de las operaciones de adicién y multiplicaciéon en Z. Una de las siguientes metas

es mostrar que el sistema de enteros positivos se puede identificar canénicamente con un
subsistema de los enteros.

Teorema 26. La multiplicacion en 7 satisface
i) Va,bc€Z,ae(bec)=(aeb)ec, asociatividad.
ii) Va,b € Z, aeb=0bea, conmutatividad.
iii) Hay un elemento en Z denotado por 1z tal que a® 1z =a, V a € Z.

iv) La multiplicacién distribuye sobre la suma, i.e.

VabccZ,ae(b+c)=aeb+aec=bea+cea=(b+c)ea

Demostracidn. i) Sean a = [(m,n)],b = [(p,q)] v ¢ = [(r, s)] enteros, entonces

(asb)ec = [(mp+ng, mg+np)|[(r, s)] = [({mp+ngtr+{mg+np}s, {mp+nq}ts+{mg+np}r)].
Por otro lado tenemos ae(bec) = [(m, n)][(pr+gs, ps+qr)] = [(m{pr+gs}+n{ps+qr}, m{ps+
qr} + n{pr + ¢s})]. También se tiene (aeb)ec=ae(bec) <

(mp 4+ ng)r + (mq + np)s + m(ps + qr) + n(pr + gs) =

(mp 4+ nq)s + (mq + np)r + m(pr + qs) +n(ps + qr)

Esta ecuacién es, en efecto verdadera.

ii) aeb=[(mp+ng,mqg+np)ybea=|[(pm+ qn,pn+ gm)] de esto se tiene a ¢ b =b e a.
iii) Sea 1z = [(1 + 1,1)] entonces se verifica que [(m,n)] ® 1z = 1z @ [(m,n)] = [(m,n)] para
cada [(m,n)].

iv) Ejercicio. m

Se ha demostrado que la adicién y la multiplicacién en Z tienen las propiedades familiares

de + y e, si para un entero a se denota por —a al elemento tunico tal que a + (—a) = 0,
entonces la “regla de los signos” general dice lo siguiente.
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i) (—a)e (b)) =ae(—b) = —ab, Ya,beZ.
ii) (—a)e(=b)=aeb, Va,beZ.

Demostracion. Ejercicio.

0.4.2. Orden en Z

La definicién de orden en el conjunto de enteros positivos tuvo por motivo, la idea “natural”
de “mayor que”, i.e. si n,m € N y m es mayor que n, significa que m = n + u. En el caso
de los enteros, el orden se motiva por la interpretacién de que [(m,n)] “significa” m — n,
entonces se tiene la siguiente

Definicién. Un entero a = [(m,n)] es positivo si n < m, aqui < es la relacion de orden en

N.

Debido a que la definicion anterior estd dada en términos de representantes del entero a, se
debe mostrar que si [(m,n)] = [(p, q)] entonces n < m <= ¢ < p.

De [(m,n)] = [(p, q)] se tiene m+q = n+p, entonces n < m <= Ju € N tal que m = n+u,
por lo que n 4+ u + ¢ = n + p, por la propiedad de cancelacién en N se tiene p = q + u, i.e.
q < p. El argumento anterior puede invertirse, i.e. n < m <= ¢ < p. Con esto se ha
mostrado que la definicién es independiente de la eleccién de (m,n).

Teorema 27 (Propiedad de la Tricotomia en Z). Si a € Z, entonces una y sélo una de las
tres condiciones siguientes se cumple.

i) a es positivo.
ii) a = 0.
iii) —a es positivo.
Demostracién. Sea a = [(m,n)], entonces por definicién, a es positivo <= n < m.
También se tiene que 0 = [(1,1)], por lo tanto a = 0 <= m = n. Por otro lado, —a =

[(n,m)], entonces —a es positivo <= m < n. De aqui, la tricotomia se obtiene de la
tricotomia en N. m

Ejercicio. Sean a, b enteros. Suponga que a y b son positivos. Muestre que
i) a+ b es positivo.

ii) a b es positivo.
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Se define en Z la relacion siguiente: dados a,b € Z, se dice que aRb si b — a es positivo.
Observacién 19. R es transitiva y satisface la propiedad de la tricotomia.

Demostracidn. Si a,b € Z, entonces b—a = b+ (—a) € Z. Aplicando el Teorema 27 se tiene
s6lo una de las condiciones: a —b = 0, a — b es positivo 6 b — a es positivo. Suponga que aRb
& bRe entonces b — a & ¢ — b son positivos, por el ejercicio anterior (¢ —b) + (b—a) =c—a
es positivo, de esta manera aRc. m

Definicién. Dados a,b, € Z, se dice que a <z b si b — a es positivo. Denotemos por Z= =
{a€Z:0<za}.

Ejercicio. Muestre que
i) ZT ={—a:a<z0}.
ii) Z* = {[(Sc(n),1)] : n € N}.

Para mostrar ii) note que [(Sc(n),1)] € Z* Vn € N. Si a = [(p,q)] € Z" entonces se tienen
dos casos

a) g=1<p = p= Sc(n) para algun n.

b) Sil<g<pentoncesqg=14+m,p=1+m+nya=][{pq)=[(1+n+m,1+m)|=

[(Se(n), 1)].

Ejercicio.

i) Sia,b € Z\{0}, muestre que ab # 0.

ii) Si ab = acy a # 0, muestre que b = c.

i) a<b <<= a+c<b+c Vcel.

1v

)
)
)
Ja<b < ac<bcVcelZ".

Como se menciond anteriormente, uno de los objetivos es mostrar que el sistema de enteros
positivos es isomorfo a un subsistema de los enteros, para ser mas preciso, se mostrara que
(N, +,0,. <, 1) — (Z,+z,0z,<z,0,1). El teorema siguiente es el enunciado exacto de lo
anterior.

Teorema 28 (Inclusién de N en Z). Sea ¢ : N — Z definido por ¢(n) = [(Sc(n),1)] € Z7,
entonces  satisface:

i) ¢ es inyectiva.

ii) p(m+n)=@(m)+zpn)vm, ¥neN
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iii) p(men)=p(m)ezp(n)vm, VneN.

iv) p(m) <z p(n) <= m <n.

Demostracidn. i) Se tiene [(Sc(n),1)] = [(Se(m),1)] < Sc(n) +1 = Sc(m) +1 «—
m = n (por la inyectividad de Sc).

ii) Se tiene [(Sc(n),1)] +z [(Sc(m),1)] = [(Se(n) + Sc(m),1 + 1)] = [(Se(n + m),1)] =
p(n) +p(m).

iii) Por la definicién de multiplicacion en Z se tiene:

[(Sc(n), 1)][(Sc(m),1)] = [(Sc(n) @ Sc(m) 4+ 1, Sc(n) + Se(m))] = [(mn+n+m+1+1,n+
M+ 14 1)] = [(mn + 1, 1)] = [(Se(mn), 1)] = p(n)p(m).

iv) Se tiene p(m) = [(Sc(m),1)] <z [(Se(n), )] = ¢(n) <= [(Sc(n), 1)] = [(Se(m), 1)] =
[(Se(n), D] + [(1, Se(m))] = [(Se(n) + 1, Se(m) +1)] =

[(Sc(Se(n)), Se(Se(m)))] es positivo y esto ultimo ocurre si y sélo si

Sc(Se(m)) < Se(Se(n)) <= m<n.m

El teorema anterior permite identificar al elemento [(Sc(n),1)] con n y N con Z*.

Definiendo Sz : ZT — Z* por Sz(a) := a + 1 se puede demostrar que:
i) poSc=SzopVneN.

ii) (Z*,Sz,1z) es un sistema de Peano.

0.4.3. Propiedades Aritméticas de los Enteros

En esta seccion se establecerdan dos teoremas basicos concernientes a la aritmética de los
enteros: el algoritmo de la division y el teorema fundamental de la aritmética. El primero
habla sobre el hecho de que, no siempre un entero divide a otro, y el segundo dice que cual-
quier entero se obtiene de bloques “elementales”, los niimeros primos. Se tiene que cualquier
entero positivo x es de la forma 2n 6 2n + 1, y el siguiente resultado extiende este hecho a
cualquier entero b, i.e. dados cualesquiera enteros positivos a y b € Z, existen ¢ y r tales que
a =bq+r con 0 <r < b, mas precisamente.

Teorema 29 (Algoritmo de la divisién). Para cualesquiera a,b € Z, b > 0 existen q,r, € Z
tinicos, tales que a =bg+1r con 0 < r <b.

Demostracién. Caso I a > 0. Si a = 0 entonces 0 = b e 0 + 0, de esta manera se puede
suponer que a > 0. Si a = 1 se tienen dos subcasos: si b =1 entonces 1 =1e1+4+0.Sib> 1,
entonces a =be 0+ a.

Supongamos a = bg + r con 0 < r < b. Entonces a +1 = bg+ 1+ r. Como r < b, entonces
r+1<b.Sir+1=bentoncesa+1=(b+1)g+0.Sir+1 < bentonces a+1=bg+ (r+1)
con 0 <7+ 1 < b. De cualquier forma se tiene a = bg +r con 0 < r < b.
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Caso II a < 0, entonces —a > 0. Del caso I, —a = bq;+r1, 0 < r; < bentonces a = b(—q1)+
(—7r1). Siry = 0 hemos terminado, sir; > 0 entonces 0 < b < b+r1ya=0b(—q —1)+(b—r1)
con 0 <b—1r; <b.

Unicidad. Supongamos a = bq +r = bq’ + 1/, entonces b(q — ¢') = 1" —r. Si ' > r, entonces
q—¢ >0,ie. q—q > 1, de esta forma b(q — ¢') =" —r > by de esto ultimo, 7’ > b+ r
=<,

Sir > r’ entonces ¢ — ¢ > 0 y nuevamente se tiene una contradiccién, de lo anterior, r = 1’

yqg—¢ =0m

Observacién 20. El teorema anterior puede mejorarse suponiendo b # 0. Si b < 0 entonces
—b > 0 y por el teorema se tiene a = —bq +r = b(—q) +r con 0 < r < —b.

Definicién. Si a,b € Z se dice que a divide a b si 3 ¢ € 7Z tal que b = ac. También se dice
que a es un divisor de b.

Definicién. Un entero p € N\{1} es primo si los tinicos divisores positivos de p son 1 & p.

Definicién. Dados a,b € Z, se dice que d € Z* es un maximo comiin divisor (ged) de a y b
Si

i)d|a&d|b.
ii) Sidy | a & dy | b entonces d; | d.

Observacion 21. Si d & d, satisfacen i) y ii) entonces d = d;. El maximo comun divisor de
a y b se denota por ged(a, b).

Teorema 30. Dados dos enteros a, b con al menos uno diferente de cero, entonces el ged(a, b)
existe y ged(a, b) = d = ax + by para algunos enteros x, y.

Demostracién. Sea S = {ax + by|z,y € Z} subconjunto de Z. Se tiene +a, £b € S. Debido
a que al menos uno de a 6 b no es cero, entonces S tiene elementos positivos, de esta manera
S NN ## (), por el principio del buen orden en N, existe un minimo elemento d € S.

Afirmacién. d = ged(a, b). Primeramente se mostrara que d divide a cualquier elemento de
S.

Sea ax + by € S, por el algoritmo de la division existen ¢,r € Z tales que ax + by = qd +r
con 0 < r < d. También se tiene que d = axy + byy para algunos zg,yg € Z, por lo que
ax + by — qd = ax + by — qroa — qyob = (z — qxo)a + (y — qyo)b = r y de esto se tiene r € S.
La minimalidad sobre d implica » = 0. Como a,b € S entonces d|a y d|b.

Sid | a& dy | b, entonces dy | axg + byo = d, y de ésto se tiene que d = ged(a,b). m

Definicién. Dos enteros a y b son primos relativos si ged(a, b) = 1.

Corolario 1. Dados a,b € Z, a & b son primos realtivos <=> existen ag, by € Z tales que
1 = aag + bby.
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Demostracién. Del teorema anterior se tiene ged(a, b) = d = aag+ bby para algunos enteros
ag, bg. Si d = 1 entonces 1 = aag + bby. Por otro lado, si 1 = aag + bby & d > 1 entonces
d|aa0+bb0:1 =><<. 1

Corolario 2. Si ged(a,c) =1 y ¢ | ab, entonces ¢ | b.

Demostracién. Ya que ged(a,c) = 1, entonces del corolario 1, existen ag, co € Z tales que
1 = aag + ccy, multiplicando esta ecuacion por b se tiene b = baag + becy. Por hipdtesis
ab = cx para algin x, entonces b = cxag + cbcy = c(xag + beyg), ie. c|b. m

Corolario 3. Si p es primo y pta entonces ged(a,p) = 1.

Demostracién. Ya que p es primo, entonces los tinicos divisores positivos de p son 1 y p.
Como pta entonces ged(a,p) = 1. m

Corolario 4. Si p es primo y p | ab, entonces p divide a alguno de a y b.

Demostracidén. Si pfa entonces del Corolario 3, ged(a,p) = 1. Del Corolario 2 se obtiene
el resultado con p=c. m

Corolario 5. Si ged(a,b) =1 & a | ¢ y b | c entonces ab | c.

Demostracién. Puesto que ged(a,b) = 1, entonces 1 = aag + bby, por lo tanto ¢ = acag +
bcby = abzrag + abyby = ab(xag + yby) para algunos z,y € Z. m

Teorema 31 (Teorema Fundamental de la Aritmética). Dado cualquier entero a ¢ {£1,0},
a tiene una representacion tunica (excepto orden) como un producto de primos y signo i.e.

a=%pi'---pyr, con p; # pj siiF j.

Demostraciéon. Es suficiente demostrar el teorema para a > 1.

Existencia. Si a = 2 no hay nada que probar, entonces se puede suponer que el resultado se
cumple para a > 2. Si a+1 es primo, hemos terminado. Sia+1=bccon1 < b,c < a+1, por
la hipétesis inductiva, b & c tienen una factorizaciéon en primos, por lo tanto a + 1 también.

Unicidad. Suponga a = p{* - - - p& = ¢i* - - - ¢%* con p; & ¢; primos. De la ecuacion anterior se
tiene p; | g7 - - - g%, entonces de una generalizacién obvia del Corolario 4, p; | ¢; para alguna
J, de esta manera p; = ¢;. Después de volver a enumerar, si es necesario, se puede suponer
i=7=1,y e > a, de esta manera p' “p5*---p{" = ¢5*---q%. Continuando con este

argumento se muestra que s =r,e; =a; & p; =¢; Vi. m

0.4.4. El Algoritmo Euclidiano

Euclides, en sus Elementos, indica un algoritmo para encontrar el ged de a & b. Este algoritmo
se basa en el algoritmo de la division, es por eso que algunas veces sus nombres se usan como
sinénimos. El algoritmo de la divisién dice lo siguiente:
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Dado a,b, € 7Z con al menos uno # 0, digamos b # 0, entonces existen q,r, € Z
tales quea =bq+r con 0 <r <b,sib>0,060<r<—bsib<D0.

Por facilidad se supone b > 0. Entonces de a = bg +r se tiened |a & d|b < d|b &
d | r por lo que ged(a, b) = ged(b, 7).

Continuando este proceso con by ry, r1 v 9, y asi sucesivamente, se obtienen las siguientes
ecuaciones y condiciones.

a=bqg +1r 0<r;<b
b=riqs+ 1y 0<r,<nm

T = T2qQ3 + T3 0<r3<mry

Tn—2 = Tn-1qn + Tn 0 < rp <Tpot

Entonces se ha construido una sucesién decreciente de enteros no negativos r, < -+ < 1y <
r1, asi, se tiene necesariamente r, = 0 para algin n. Tomando un n minimo tal que r,,_; # 0
y r, = 0y de la observacion anterior se tiene

ged(a, b) = ged(b,ry) = -+ - = ged(ry_2, 1) = 11 # 0.

A continuacion se presenta un método practico para encontrar el ged de dos enteros positivos,
asi como la combinacién lineal tal que ged(a, b) = aag + bby. Este método esta estrechamente
ligado con el procedimiento para encontrar la forma normal de Smith de una matriz entera.
La forma normal de Smith de una matriz entera, se obtiene aplicando operaciones elementales
en las filas de una matriz con entradas enteras. Puesto que se estara trabajando en los enteros,
se suprimiran los cocientes, y en lugar de éstos, se usara el algoritmo de la division.

Sean a, b enteros, se puede suponer a,b > 0, mas aun, a > b, entonces a = bq; + r; con

0 < r;y < b. Considere la matriz Ag = Z (1) (1) }, multiplicando la fila 2 por —q; vy
, . a 1 0 r 1 —q b 0 1 B
sumandola a la fila 1, se tiene [ b o 1 } ~ [ b oo 1 } ~ { 1 —ag } = A

. . .
Pruebe si 1 = 0. Si 71 # 0 entonces b = rig2 + 2, de esta manera { : (1) q ] -
1 —q
rog — 1+
{ 2 — 012 } _ 4,
o1 —q1

Continuando con el proceso se llega a la siguiente matriz

Tn * %
An_|:rn—1 Qo bo}

Si r, = 0 entonces ged(a,b) = r,_1 = aag + bby.
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Observacién 22 El método presentado anteriormente se aplica para encontrar el maximo
comtn divisor de elementos que pertenezcan a un dominio entero® en el cual se cumpla el
algoritmo eucliadno, por ejemplo el anillo de polinomios con coeficientes en un campo.

Ejemplos.

1. Encuentre ged(32,28) y la combinacién lineal tal que ged(32,28) = 32x + 28y.

32 1 0 4 1 —1 28 0 1 0 -7 8
28 0 1 28 0 1 4 1 —1 4 1 -1
De aqui se tiene

4 =32 —28.

2. Encuentre ged(47,5) = 47x + 5y.
47 1 0 21 -9 5 0 1 1 -2 19 2 1 -9
5 01 5 0 1 21 -9 2 1 -9 1 -2 19
0 5 —47
1 -2 19
De esto se tiene ged(47,5) = 1 = 47(—2) + 5(19).

Ejercicio. Escriba un programa para encontrar ged(a, b) = axq + byp.

Nota. Si ged(a, b) = 1, entonces las entradas *, * de A, son a y b permutados y con signo.

0.4.5. Representacion de los Enteros en Base b

El sistema decimal significa que se usan 10 simbolos 0,1,---,9 y una representacién de un
nimero a en la forma ag + 110 + - - - + @;10¥ = a con 0 < a; < 9, a,; entero para cada i.
Es menos comun la representacién de un nimero entero en base 2, i.e., cualquier a se puede
representar como a = ag + a12 + a2 + - - - + 2%, donde a; es cero o uno para cada i.

Por ejemplo 133 se representa como 133 = 3+ 310+ 1 e10% en base 10 y 133 = 1+ 2%+ 27
en base 2. En notacién posicional se tiene 133 = (3 + 3 @ 10 + 1 @ 10?);9 en base 10 y
(1+ 22+ 27); = 10000101 en base 2.

Desde un punto de vista aritmético, algunas veces es mas eficiente hacer cédlculos usando
base 2, especialmente para hacer calculos con una computadora.

El siguiente resultado garantiza que cualquier entero positivo b > 1 se puede usar para
representar nimeros enteros®. Antes, se da la definicién precisa de lo que entendemos por
notacién posicional.

2Ver definicién después de la Observacién 25
3Cualquier real se puede representar en base b
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Definicién. Dados dos enteros positivosa y b, b > 1. Se dice que a admite una representacion

en base b si existen enteros n,cy, - - - , ¢, no negativos tales que a = cy + c1b+ -+ - 4 ¢,b" con
0 < ¢ <bViyec,# 0. La representacion posicional de a en base b, denotada (a), es
(@)p = CpCpq -+ co. A los enteros co, ..., ¢, se les llama los digitos de a en base b.

Teorema 32. Sea b > 1 un entero, entonces cualquier otro entero positivo a admite una
representacion iinica en base b.

Demostracién. Antes de empezar la demostracién se hard la convencién b° := 1.

Sea a € N, si a = 1 entonces a = 1 @ b° y esta representacion es claramente tinica.

Suponga que a > 1y el resultado verdadero para todo a; < a. Por la propiedad de tricotomia
se tiene a < b 6 a <b.

Sia < bentonces a = ael = qaeb’ claramente ésta es una representacién de a en base b. Si
n—1

n
a = E cib® es otra representacién con n > 0, y ¢, # 0, entonces a = ¢,b" + E b, esto

k=0 k=0
claramente contradice a < b.

Si b < a, entonces del algoritmo de la division existen ¢, r € Z tales que
a=bq+r con 0<r<b (6)

De la hipotesis b < a y la condicién anterior sobre r se tiene 0 < a—1r = bq, asi ¢ > 0. Ya que
1 < bentonces ¢ < gb < a, de aqui, por la hipotesis de induccién, g admite una representacion
Unica en base b, i.e. existe una unica m > 0 y enteros dy,...,d,, con 0 < d; < by d, #0

tales que g = Z d;b" Sustituyendo en (6) se tiene:
i=0

a:biodlbl“‘T:iodle_l{—r

Esto muestra que a tiene una representacion en base b.
l

Sia= Z cxb" es otra representacién de a, entonces se debe tener que [ > 0, pues de otra

k=0
l l

forma a = ¢, < b =<«. De aqui, se tiene a = ¢y + chbk = ¢y + (Z ckbk_l)b. Ya que

k=1 k=1
0 < ¢y < b, entonces la unicidad en la representacién de a por medio del algoritmo de
1

la divisién implica ¢ = r & ¢ = chbk’l. Ahora la hipdtesis de induccién garantiza la

k=1
unicidad de la representacién de a. m

Corolario. Con la notacién anterior, n es el minimo entero tal que b* < a < b1,
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n—1
Demostracion. La representacion de a implica 0" < a, ya que a = ¢,b" + E cib®. Se tiene
k=0

también ¢, < b, asi ¢, < b— 1, por lo tanto a < Z(b — =t 1< b m
k=0

Ejercicio. Obtenga el algoritmo para sumar enteros cuando se representan en base b. j Podria
obtener el algoritmo de la multiplicacién?

0.5. Congruencias médulo m y Clases de Residuos

En la vida diaria, algunos hechos son periddicos, por ejemplo para saber qué dia sera Navidad
en 1999 se debe resolver un problema “mod 7”. Hay muchos ejemplos donde se usa la
aritmética mod m. En esta seccion se precisara que significa resolver un problema mod
m.

] Yy Z
0.5.1. Aritmética en —
miZ

Definicién. Sea m un entero positivo, dados a,b € 7Z se dice que a es congruente a b modulo
m, en simbolos a =b (mdd m) sim | a — b.

Observacién 23. = es una relacion de equivalencia
i)a=a (médm)Vaé€Z.
ii)a=b (méd m)=>b=a (méd m).

iii) a=b (méd m) &b=c (méd m) entonces a =c (méd m).

Dados m > 1y a € Z se denota por [al,, o simplemente [a], a la clase de equivalencia de
a bajo la relacién de congruencia médulo m, i.e., [al, = {r:a=r (médm)} = {r:m|
(a—nr)y={r:a=mqg+r,qeZ}.

Ejercicio. Verifique que dado m > 1, hay exactamente m clases de equivalencia mod m,
dichas clases de equivalencia son [0], [1],...,[m — 1].

Si m > 1, el conjunto de clases de equivalencia se denota por = {10}, ,[m —1]}.
m

Z
Dados [a], [b] € 7 5 definen las operaciones siguientes
m

i) [a] + [b] :==[a + b)].
ii) [a][b] := [ab].
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Observacidon 24. Las operaciones anteriores estan bien definidas.

i) Sia] = [d] & [b] = [V] entonces a = a' + gm & b =V + ¢ym, de donde a + b =
a+b+(q+q)m,ie [a+b]=[d +V].

ii) De las ecuaciones anteriores se tiene ab = a't/ +mr para algin r, entonces [ab] = [d'][V]

Las definiciones siguientes no son realmente necesarias, sin embargo proporcionan una ter-
minologia coherente.

Definicién. Sea R un conjunto no vacio en el cual estan definidas dos operaciones binarias
+ y e que satisfacen:

i) (R,+) es un grupo abeliano con identidad 0.

ii) (R,e) satisface
a) (rey)ez=1xe(yez) Yy z R, asociatividad de e
b)xey=yex Vx,y€ R, conmutatividad de e
c)re(a+b)=xea+ zeb, distributividad izquierda de e con respecto a +.
d) Existe 1 € R\{0} talquexel=1ex =12 V2 € R.

La estructura (R, +,e,0,1) con las propiedades anteriores es llamada un anillo conmutativo
con identidad. Si no hay confusién se dice que R es un anillo 6 un anillo conmutativo con 1.

Observacién 25. En la definicién general de anillo, se suprimen las condiciones b) y d) y se
agrega la propiedad distributiva de e respecto a + por la derecha. En la definicion anterior
esta propiedad se obtiene de b) y c).

Definicién. Si R es un anillo conmutativo con 1 y satisface ab = 0 = a 6 b es cero, R es
llamado un dominio entero. Si adicionalmente, ¥ a € R\{0} existe a’ tal que aa’ =1, R se
llama un campo.

)
De la definicién de adicién y multiplicacién en — e muestra facilmente que [0] y [1] son
m
identidades para + y e respectivamente.

En el teorema siguiente estan contenidas las propiedades principales de las operaciones en
7

mZ’
Z . . . . ..
Teorema 33. (—Z, +,e.[0], [1]) es un anillo conmutativo con identidad. Adicionalmente,
m
7z

—— es un campo <> m es un niumero primo.

m

Demostracidn. i) (—Z, +) es un grupo abeliano. Ejercicio
m
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ii) a) La asociatividad de e se obtiene de la asociatividad de e en Z.
b) Se obtiene de la conmutatividad en Z.

c¢) Se obtiene de la distributividad de e respecto a + en Z.

d) Claramente [1][a] = [a] V [a] € ﬂ%

. . Z .
De lo anterior se tiene que — es un anillo.
m
Si 7 es un campo y m no es primo, entonces existen r,s € Z tales que m = rs, y

(7], [s] # [0] . También se tiene [r|[s] = [0], ya que % es un campo, entonces existe [s'] tal
que [s][s'] = [1], ast [r][s][¢'] = [r] = [0] =<, de aqui se debe tener que m = p, un nimero
primo. Reciprocamente, si m = p es primo y [a] # [0], entonces (p,a) = 1, de aqui existen
x,y € Z tales que 1 = ax + py, por lo tanto [1] = [az]| = [a][z].

De lo anterior se tiene que todo [a] no cero tiene inverso, si [a], [b] # 0 entonces [a][b] # 0,
pues existe [0'] tal que [b][b/] = 1, si [a][b] = [0], entonces [a] = [a][b] [0'] = [0]. m

Ejercicio. Sea D un anillo conmutativo con identidad y finito. Muestre que, D es un dominio
entero <= D es un campo.

Z
Observacién 26. Si — = {la1], ..., [am]} y ged(k, m) = 1, entonces
m
Z
ﬁ = {[kal]a ce [ka'm]}
Demostracién. Es suficiente mostrar que [ka;] = [ka;] = i = j. Suponga que [ka;] = [ka,],
entonces m | k(a; — a;), ya que ged(k,m) = 1 entonces m | (a; — a;) i.e. [a;] = [a,], por lo

tanto 7 = 7. m
Definicién. Dado m > 1, la funcion de Euler ¢ se define como sigue

o(m) = [{IK] € = (h,m) = 1}

Observacién 27. Una reformulacion de la definicién de o(m) es p(m) = {k € N : k <
m, ged(k,m) = 1}].

Ejercicio. Si m = p°, p un primo muestre que ¢(p°) = p*~(p — 1).

En el siguiente ejercicio se enuncia una de las propiedades fundamentales de la funcién ¢ de
Euler. Para una demostracion ver el apéndice al final de las notas.

Ejercicio. Si ged(m,n) = 1 entonces ¢(mn) = p(m)e(n).

Teorema 34 (Euler). Sean m > 1 y a € Z tales que ged(a,m) = 1, entonces a¥™ = 1
(méd m).
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Demostracién. Sea [a1],. .., [aym)] €] conjunto de elementos cuyos representantes son pri-
mos relativos con m. De la observacién anterior
{laaq], ..., [aapm))} = {[a1], ..., [ap@m)] }- También se tiene que

Z
ged(m, ay -+ - aymy) = 1. El siguiente producto se toma en el anillo — laaq] - - - [aapm)] =
m

[aq] - - - [ap(m)), de aqui a?™mqy - SOpm) = A1 Ap(my  (M6d m). Ya que ged(m, aq - - - Gppm)) =
1 entonces a?™ =1 (méd m). m

Corolario (Teorema Chico de Fermat). Sea p un niimero primo, a € Z, entonces a? = a
(méd p).

Demostracidn. Si p | a, claramente se tiene a? = a  (méd p). Si pta entonces ged(p,a) = 1
v ¢(p) = p— 1, por lo tanto del teorema de Euler a?"' =1 (méd p), = a? = amodp. m

Ejercicio

a) Demuestre que el producto de n enteros positivos consecutivos es divisble por n! Con-
cluya de aqui que si p es un nimero primo, entonces p divide a los coeficientes bino-

(1) ()05

b) Use el ejercicio anterior para mostrar que (x1 + -+ +x,)’ =) + -+ 2 (mdd p),
six; € 7.

c) Sim=1 (méd p*) entonces m? =1 (méd p*) V a > 0.

0.5.2. Ejercicios

1.- Resuelva todos los ejercicios asignados en las notas.

2.- Defina el maximo comun divisor de ai,...,a, elementos de Z y demuestre que es
combinacion lineal de ellos.

3.- Defina el minimo comin multiplo de a y b y denotandole por [a,b] demuestre que

_ ab
[CL, b] " ged(ab) ”

4.- Se definen los ntimeros de Fermat por F,, = 22" + 1. Demuestre que gcd(F,, Fy,) = 1
si n # m. Concluya de esto que hay infinidad de primos.

5.- Sean a,n enteros mayores que uno. Si a™ — 1 es primo, entonces a = 2 y n es primo.

m m!
4Dados dos enteros positivos m y n se define el coeficiente binomial de m y n por ( ) = ﬁ
n m —n)!n!
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6.- Sean m,n enteros positivos, suponga que ged(m,n) = 1. Si a,b € Z entonces existe z
talquex =a (médm)yx=>b (mdd n).
7- Seaa;=1,a,=1ya, =a,_ 1+ a,_o para todo n > 3. Los a, se llaman los niimeros
de Fibonacci. Demuestre que ged(ay,, a,+1) = 1 para toda n.
8.- Sean m,n enteros positivos tales que ged(n, m) = 1. Demuestre que m#™ peim) =1
(méd nm), con ¢ denotando la funcién de Euler.
9.- Si ¢ es como en el problma 8 determine los n € N tales que:
l- p(n)=n-1
2- ¢(n) = ¢(2n)
3.- ¢(n) divide a n
10.- Sea p un primo y n € N. Demuestre que
nom n_ | =1 (médp) sip—1ln
2044 1) :{ 0 (méd p) sip—ln

11.- Demuestre el teorema de Wilson, es decir si m es un entero positivo, m es primo <=
(m—1)!'=-1 (mdéd m).

12.- Sea n € N el cual no es divisible por ningtin primo p con p? < n. Demuestre que n
admite a lo mas dos factores primos.

13. Sea f(z) € Z[x] un polinomio no constante. Demuestre que f(n) no es primo para una
infinidad de n € N. ;jConoce un polinomio f(z) tal que f(n) es primo para al menos
10 valores consecutivos de n?

14.- Sea n € N. Demuestre:

a) n* + 4 no es primo si n > 1.
b) 8" + 1 no es primo para todo n € N.

15.- Sean a,b enteros tales que ged(a,b) = 1. Demuestre ged(a®, b") = 1 para todo k > 1y
para todo n > 1.

16.- ;Es verdadero el siguiente enunciado? Para todo m > 1 existe un primo p tal que
n<p<2n.

17.- Demuestre que hay infinidad de primos de la forma 4n + 1, n € N. Sean a,b € N
fijos jque condiciones deben satisfacer a y b para que an + b sea primo, con n € N?
Investigar cual es el teorema de Dirichlet para sucesiones de primos.

18.- Demuestre que 232 + 1 no es primo.
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19.- Demuestre que la ecuacién ™ = n no tiene solucién en Q para todo n € N\ {1}.
20.- Sea n un natural. Demuestre que n es divisible por 3 (9) <= la suma de sus digitos
en base 10 es divisible por 3 (9).
21.- Encuentre un criterio para divisivilidad por 11 y por 2*.
22.- Sean a,b,c € Z. Demuestre que la ecuacion ax + by = c¢ tiene solucion en Z <=
ged(a, b) divide a c.
23.- Sean a,b € Z primos relativos. Demuestre que ged(a + b,a — b) es 1 6 2.
24.- Con las hipotesis del ejercicio anterior, si ab es un cuadrado, entonces a y b también
son cuadrados.
25.- Si a™ + 1 es un primo mayor que 2, demuestre que a es par y n es una potencia de 2.
26. Sea Z[/—2] := {a +b/—2: a,b € Z} C C. Demuestre que con las operaciones de
suma y producto en C, Z[v/—2] es un dominio entero. Un elemento u en un anillo
conmutativo R se dice una unidad si uv = 1 para algin v € R. Determine las unidades
de Z[v/—2]. ;Se cumple el teorema fundamental de la aritmética en Z[/—2|?
27.- Demuestre que la ecuacién 322 + 2 = y? no tiene soluciones enteras. ;Cual es la inter-
pretaciéon geométrica de este hecho? ; Tiene soluciones enteras la ecuacién x? + 3% = 3.
28.- Determine todas las soluciones enteras de la ecuacién x? 4+ y> = z2. Sugerencia: en-
cuentre todos los puntos racionales en el circulo unitario.
29.- ;Tiene soluciones en Z \ {0} la ecuacién z* + y* = 227
30.- ;Es un entero la suma 1 + % 4+t %?
31.- Demuestre que Z y N tienen la misma cardinalidad.
32.- Determine cuales primos se pueden representar como suma de dos cuadrados. Conteste
lo mismo para un entero positivo. ;Que enteros pueden ser representados como suma
de tres cuadrados? Compare con la segunda parte del ejercicio 27.
33.- Demuestre que en un campo finito todo elemento se representa como suma de dos
cuadrados, en particular el —1. jEn que campos finitos el —1 es un cuadrado?
34.- Sea C' una coénica con coeficientes en los racionales. Suponga que C' tiene un punto
racional. Demuestre que C' tiene infinidad de puntos racionales.
35- Sipesun primoy a=0b (méd p) entonces a?* =" (méd p").
36.- Demuestre que para cada n € N se pueden encontrar n enteros consecutivos que no

son primos.
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Se sabe que el cociente de enteros no es siempre un entero, por ejemplo 3 no es un entero
, esto se puede formular diciendo que el inverso multiplicativo de 3, por 5 no es un entero,
sin embargo, g es un numero racional, intuitivamente el campo de los nimeros racionales
estd constituido por enteros, y los inversos multiplicativos de aquellos diferentes de cero.
Esta idea se precisara a continuacién

Nota. Un nimero racional es un cociente de dos enteros %, b#0,y % = 2 < ad—bc=0.
Este hecho sugiere tomar parejas de enteros (a,b) y (c,d) con bd # 0 y declarar que estas
parejas representan el mismo nimero racional si y sélo si ad — be = 0.

En otras palabras, se tiene una relacién S = 7Z x (Z\{0}) definida como sigue.

Dados (a,b), (¢,d) € S, (a,b) ~ (¢,d) siy s6lo si ad — bc = 0.
Observacién 28. ~ es una relacion de equivalencia en S.
i) (a,b) ~ (a,b) claro.
ii) (a,b) ~ (¢,d) entonces ad—bc =0 = bc—ad = 0 = cb—da, por lo tanto (¢, d) ~ (a,b).

iii) Si (a,b) ~ (¢,d) y (¢,d) ~ (e, f) entonces ad —bc =0 y c¢f — de = 0. Multiplicando la
primera ecuacion por f y la segunda por b y sumando se tiene adf — bde = 0. Ya que
d # 0, entonces af —be =0, i.e. (a,b) ~ (e, f).

Dado (a,b) € S, la clase de equivalencia de (a,b) se denota por [(a, b)].

Definicién. El conjunto de los niimeros racionales se define como Q = 2 := {[(a,b)] : a €

Z,b € Z\{0}}.

_a

=7

Usando esta notacion, se puede intuir como definir la suma y multiplicacién de racionales.

Notacién. Si [(a,b)] € Q se escribe [(a,b)]

a c a ¢ ad+bc a c¢ ac
Dados —, — € Q, se define — + — = — e — = —.
b a Y bd - bd “b d bd
Enseguida se muestra que estas definiciones son independientes de los representantes, mas
precisamente:

a d ¢ !
Supongamos que 7= y =7 entonces

ab' —a'b =0 (7)

cd —dd=0 (8)
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De estas ecuaciones se tiene ab'dd’ — a’bdd’ = 0 & cd'bb’ — /dbb’ = 0; suméandolas obtenemos
adb'd — a’bdd’ + c¢d'bb’ — /dbl’ = 0 y de aqui se tiene (ad + be)b/'d = (a'd' 4 b'c")bd 6
ad+bc dd +bd
bd — Wd )

Multiplicando (7) por ¢d’ y (8) por a’b se tiene
abcd — a'bed =0
cda'b—cdda'b=0

Sumando estas ecuaciones se llega a ab'cd’ — ¢/da’b = 0, equivalentemente

ac a'd

bd ~ bd (10)

Las ecuaciones (9) y (10) muestran que la suma y la multiplicacién de racionales estd bien
definida.

0 1
De las definiciones de suma y producto en Q se tiene que — y — son identidades para la suma

y producto respectivamente; la notacion para estas identidades son 0 y 1 como siempre.

Las principales propiedades de Q con las operaciones definidas se encuentran contenidas en
el siguiente teorema.

Teorema 35. (Q,+,e,0,1) es un campo.

Demostracion. Mostrar que QQ es un campo, es equivalente a mostrar que
i) (Q,+,0) es un grupo abeliano.
ii) (Q\{0},e,1) es un grupo abeliano.

iii) re(y+z2)=xey+xez VuryzecQ.

i) La adicién en Q es asociativa. Si %, 2, ; € Q, entonces
<a+c) e_ad+bc+6_(ad+bc)f+bde

b d f b f bdf
% + <§ + ?) = % cfc—l;de = adf + l;)(dcff + de)) de las ecuaciones anteriores se concluye
que
(S I

b d f b d )

. . . a 0Oeb+ael a . o a —a
La existencia de 0 se obtiene de — 4+ - = ——————— = —. El inverso aditivo de — es — y
1 b bel b b b

la conmutatividad se obtiene de la conmutatividad en Z.
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a c e a c e
ii) Estd claro que e es asociativa, es decir (— . —) (—) =—o (— . —). También se tiene

b d f b d f
1 1
que %o 1= % ° g =3 V ¢ # 0, de esta forma  ©s una identidad. Si & # 0 entonces
1
[(a,b)] #1(0,1)] 6 a # 0, de aqui, el elemento [(b,a)] = — 6 Qy—e % T esto se obtiene
de ba — ab = 0.
También se tiene que %.2 CCZ Z, ya que acdb — bdca = 0. De aqui se concluye que
(Q\{0},e,1) es un grupo abeliano.
d de)b
if) Distributividad: 7 s (5 + ;) = cf (ZC ‘- “(CJ; ;b )b _
acbf + bdae
(bd)bf
bf + bd

Por otro lado % + % = W y de estas ecuaciones la igualdad
Lo E+E —a—c—i—a—seobtlene [ ]
b \d f) bf

0.6.1. Orden en el Campo de los Niimeros Racionales

Se puede decir que, tener un campo ordenado, es la minima condiciéon para empezar con
calculo o méas general, andlisis. En esta seccion se define el orden en el campo de los niimeros
racionales, y se empieza la construccién del tinico campo que es arquimediano, ordenado y
completo: los niimeros reales.

Antes de empezar el trabajo de construir el sistema de los niimeros reales se presentan

algunas consideraciones sobre los dominios enteros ordenados.

Definicién. Sea D un dominio entero. Un subconjunto no vacio P en D es llamado un
conjunto de elementos positivos si

i) P es cerrado bajo adicion y multiplicacion.

ii) Dado a € D, exactamente una de las siguientes condiciones se cumple: a € P, a =0
6 —a € P (tricotomia).

Si P es un conjunto de elementos positivos en D, —P = {—a:a € P}y D = {0}UPU(-P).
Por ii), es claro que la unién anterior es disjunta.

Si D tiene un conjunto de elementos positivos P, se dice que D es ordenado por P. El
conjunto P U {0} es llamado el conjunto de elementos no negativos en D.

Observacion 29. Si D es un dominio entero ordenado, el conjunto de elementos no negativos

induce un orden parcial como se muestra a continuacion:
Dados a,b € D, a <bsib—aec PU{0}.
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Primeramente, note que el conjunto de elementos no negativos en D es cerrado bajo adicién
y multiplicacién.

i) Claramente a < a, Y a.

i) Sia <b& b<c entonces b—a, c—b e PU{0}, de esta manera (c —b) + (b —a) =
c¢—a € PU{0} por lo tanto a < c.

iii) Sia <b & b <a entonces, b —a,a—be PU{0} por lo tanto a = b.

Se tiene que el orden en D inducido por los elementos no negativos satisface la propiedad de
la tricotomia. Si D es un campo con un conjunto de elementos positivos se dird que D es un
campo ordenado.

Recuerde que un nimero racional = es una clase de equivalencia = [(a, b)] con b # 0. Sea

Q" ={r€Q:ab>z0}.
Supongamos [(a, b)] = [(¢,d)], entonces ab >z 0 <= cd >3 0.
En efecto, [(a,b)] = [(¢,d)] <= ad —bc =0 6 ad = be, entonces

adbc = b*c? (11)
Si ad >z 0, entonces ad # 0, de esto be # 0, y de (11) se tiene ad >z 0 <= be >z 0.
Teorema 36. Q" es un conjunto de elementos positivos para Q.

Demostracién. i) Se debe probar que Q' es cerrado bajo adicién y multiplicacién pues

a c ; n ad+bc>
—., Yy = —, entonces & =
b?y d’ y bd Z

0 <= (ad + bc)bd = abd® + cdb® >z 0, en efecto esto es verdadero.
Por otro lado, z ey = %, por lo tanto z ey >z 0 <= acbd >z 0 <= (ad)(bc) >z 0.

claramemte es no vacio. Sean z,y € Q1 digamos z =

Como ad, bc >z 0, entonces x e y >z 0.

a
ii) Sea z € Q\{0}, entonces * = — con a # 0, de esta manera ba >z 0 6 ba <z 0, por

b

a
tricotomia en Z. Si ba >z 0, entonces 7 € Q". Si ba <z 0, entonces —ab >z 0 por lo tanto
—a

—ae__a +
y = be@ .

Del teorema anterior, se tiene que Q es un campo ordenado, el conjunto de elementos no
negativos en Q induce un orden parcial en Q que satisface la propiedad de la tricotomia. Si
se considera el orden en Q inducido por QT entonces se tiene, como se muestra en el siguiente
resultado, que Z — @ (inclusién) y la inclusién conserva, tanto operaciones como el orden,
mas precisamente:
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Teorema 37. Sea ¢ : Z — Q dado por ¢(a) = [(a,1)] = %. Entonces ¢ satisface

i) pla+0b) =¢(a)+¢b), Va,beZ.
ii) p(aeb) = p(a) ®p(b), Va,beZ.

iii) p(a) >0 <= a>z0.

Demostracidn. i) Claramente [(a + b,1)] = [(a, 1)] + [(b, 1)], asi p(a + b) = p(a) + ¢(b).

a,l
ii) [(a, 1)][(b,1)] = [(ab,1)], entonces ¢(a ® b) = p(a) ® p(b).
iii) [(a,1)] >0 <= ael=0a>z0.m

Definicién. Sea F' un campo, se dice que F' tiene caracteristica p > 0, si p es el minimo
entero positivo, tal quepex =x+---+x =0V x € F. Sipr # 0V p > 0, entonces se dice
—_——

p veces
que F' tiene caracteristica cero.

Ejercicios.
1. Si F' es un campo, entonces F’ tiene caracteristica cero o primo.

2. Suponga que F' es un campo ordenado, entonces F' tiene caracteristica cero.

3. Si F & K son campos, una funcién ¢ : K — F se llama un homomorfismo si ¢(a+b) =
o(a) + p(b) y plaeb) = p(a) @ p(b) V a,b € K. Muestre que ¢ es cero o inyectiva. Si
K y F son campos ordenados y ¢ no es cero, entonces ¢ conserva el orden <= ¢
transforma elementos positivos en elementos positivos.

Suponga que F' es un campo ordenado, entonces la funcién Z L, F definida por f(n) =
n e 1x es un homomorfismo inyectivo; la inyectividad se obtiene de 2, ejercicio anterior, esta
funcién se puede extender a Q en una forma natural, por lo tanto F' contiene un subcampo
isomorformo a Q.

Anteriormente se vi6 que Q es un campo ordenado, el orden es inducido por Q; con el
orden en Q se definirda uno de los conceptos basicos en calculo: el valor absoluto de un
numero racional. Puesto que se trabajara en un contexto mas general, se definird el valor
absoluto en un campo ordenado.

Definicién. Si F' es un campo ordenado, el valor absoluto en F', se define, como una funcion
| |: FF— F dada por |z| := max{x, —x}.

Teorema 38. Si F' es un campo ordenado, entonces:
i)0<|—z|=|z|, Ve eF.

i) x <l|z| & —x < |z|, Vx € F.
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iii) |z| =0 < z =0.
iv) le+y| <|z|+|y|, Ve,y € F.

v) lzyl = lzllyl & |2 = [yl < x| =yl < |z —yl, Va,y e F.

Demostracidn. i) De la definicién de valor absoluto se tiene |z| = | — z|. Si z # 0, entonces
r € P66 —x € P, con P el conjunto de elementos positivos en F. Si x € P, se tiene
x>0 > —x por lo que |z] = x > 0. Si —x € P uno obtiene —z > 0 > z por lo tanto
|z| = —x > 0.

ii) Si z € P, entonces |z| = . Si x ¢ P, se obtiene —z € P, asi que |z| = —x > 0 > z; de
cualquier forma, |z| > x. También —z < |z|.

iii) Si |z| = max{x,—x} =0y x # 0, entonces |z| € P =<«.

iv) Si z +y € P entonces |z +y| = v +y < |z|+ |y| de ii), si (z +y) ¢ P obtenemos
lz+y| = —(v+y) = —z+(—y) < |z|+|y| también de ii). Finalmente, si 2 +y = 0 entonces
|z +yl=0< |z|+yl.

v) Si xzy € P, entonces |ry| = xy = (—z)(—y), de esta manera |ry| = |z||y|. Se tiene
2| = [z +y —yl < |z =yl +y|, asi 2] = |y| < |z — y|; andlogamente [y| = [y — 2 + 2| <
ly—a|+lz] = [y|—|z| < ly—z| = [z—yl, por lo que max{|z|—|y[, [y|—|z[} =] |z[—|y| |< |z—y].
] =] [z[ =yl + Iyl [<[ x| = [yl [ +]y[ por lo tanto [z —[y| <| [z — [y |. De aqui, se tiene
el resultado deseado. m

0.6.2. Campos Ordenados Arquimedianos
En fisica, es bien conocido el postulado de Arquimedes que dice lo siguiente:

Dame una palanca lo suficientemente larga y un punto de apoyo y moveré al
mundo.

Este postulado es conocido como el principio arquimediano para los ntimeros reales, por
supuesto, debe ser traducido a un lenguaje preciso; el postulado exacto es:

Definicién (Principio Arquimediano). Sea F' un campo ordenado. Si < denota el orden en
F, < se llama arquimediano si para cada dos a,b € F' con b > 0, existe n € N tal que a < nb.

Definicién Sea F' un campo ordenado por <. Se dice que < es denso en F', si para todos
a,b € F cona <b, existe c € F tal que a < ¢ < b.

Observacién 30. Si (F, <) es un campo ordenado, entonces < es denso.

Demostracion. Sea a < b, como F' es ordenado, entonces 1p + 1 = 2 > 0, de esta manera

b
a+a<a+b<b+d, porlotantoa<%<b..
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Corolario. El orden en Q es denso.
Teorema 39. (Q, <) es un campo arquimediano.

Demostracién. Sean a,b € QQ con b > 0. Si a < b hemos terminado, por lo tanto se puede

m D . ,
suponer que 0 < b < a, entonces b = —,a = = con m,n,p,q enteros positivos, de ésto,
n
p m !
a==-<p<pm=pn— =pnb. m
n

q

0.7. EIl Sistema de los Numeros reales

En esta seccién se presenta la construccién del sistema de los niimeros reales, ésta se inicia en
un contexto mas general, es decir, varios de los conceptos y términos necesarios se establecen
en forma general en un campo ordenado, asi lo haremos, y particularizando a QQ, se obtiene
el campo de los niimeros reales denotado por R.

0.7.1. Sucesiones en un Campo Ordenado

Por una sucesién {a,} en un conjunto X se entiende una funcién f : N — X con f(n) := a,.
Recordemos que dada una sucesién {a,} se define el concepto de subsucesién de {a,} como
la funcién fog: N — X con g : N — N creciente. En notacién, si g(k) = ny entonces la
subsucesién f o g se representa por {ay, }.

Si F' es un campo ordenado y {a,} C F es una sucesion, se dice que {a, } es acotada, si existe
a € F tal que |a,| < aVn e N. {a,} se llama una sucesién de Cauchy, si Ve € F,e > 0
existe N € N tal que |a, — a,,| < e, ¥V n,m > N. Una sucesién {a,} se llama creciente
(decreciente) si a, < apt1 (a1 < a,) para todo n. Una sucesién es mondtona, si es creciente
o decreciente. Una sucesion {a, } tiene un limite a € F si para cada e > 0 en F existe N € N
tal que |a, — a|] < e para todo n > N. Si la sucesién tiene limite se escribe lim a, = a.

n—oo

Ejercicio. Si {a,} es una sucesién de Cauchy en un campo ordenado F, entonces {a,} es
acotada.

Dadas dos sucesiones {a,} vy {b,} en un campo F, se define la suma y el producto en la
forma usual, i.e.

i) {a,} +{b.} = {a, +b,}.
i) {a,} e{b,} :={a,b,}.

Teorema 40. Sea I’ un campo ordenado. Si {a,} y {b,} son sucesiones de Cauchy, entonces
también lo son {a, + b,} y {anb,}.
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e
Demostracién. Sea e > 0, entonces 5> 0. Puesto que {a,} y {b,} son sucesiones de Cauchy

existen N1, Ny € N tales que |a, — a;,| < g, Vn,m> Ny & |by, — by| < g V n,m > Ny. Si
N = max{Ny, Ny} entonces |(a, + b,) — (am + bp)| < |an — am| + |br —bim| < e ¥Yn,m > N.
Se tiene |anb, — ambm| = |anbn — ambm — anbm +anbm| = an(by —bm) + b (an —am)| < |ay||bn—
bin| + |bm||an — am|. Por el ejercicio anterior se tiene que {a,} y {b,} son acotadas, entonces
existe M € F tal que |a,|,|b,] < M Vn, por lo tanto |a,by, —ambm| < M (|bp—bpm|+|an—aml).
Puesto que {a,} y {b,} son sucesiones de Cauchy, entonces existe N € N tal que |b,, — b,,,| <

Y |an—an| < , por lo tanto |a,b, — @by, | < M(2

2(M +1) (M+1)+2(M+1))

Ejercicio. Si {a,} es una sucesién en un campo ordenado F, entonces {a,} tiene a lo més
un limite.

Observacién 31. Si {a,} tiene un limite, entonces {a,} es una sucesion de Cauchy.

e
Demostracién. Dado e > 0 existe N tal que |a, —a| < 2 entonces |a, — a, +a —al <
la, —al + |am —a] <e Vn,m>N.m

El reciproco de la observacion anterior no es verdadero, en general, este hecho motiva la
construccion del sistema de los niimeros reales pues hay sucesiones de Cauchy de racionales
que no tienen limite en Q.

Ejercicios.

1. Si{a,} es una sucesién convergente en F' que satisface |a,| < bV n entonces lim |a,| =
n—oo

la| < b, donde a = lim a,,.

n—oo

2. Si lima, =ay limb, =0, entonces lim (a, + b,) = a+ b,

n—oo n—oo n—oo

lim (a,b,) = ab.

n—o0

3. Si lim a, = a # 0, entonces lim — = —
n—00 n—00 Uy, a

Teorema 41. Sea F' un campo ordenado, {a, } es una sucesion de Cauchy, tal que lim a,, # 0,

entonces existe una sucesion de Cauchy {b,} tal que lim (a,b,) = 1.
n—oo

Demostraciéon. Como lim a,, # 0, entonces existe e; > 0 tal que V n € N existe k > n

n—oo
con |ag| > e;. También se tiene que {a,} es una sucesién de Cauchy, por lo tanto existe
e
N; € N tal que |a,, — a,| < 51 V' m,n > Nj. Sea k > Nj entonces |a,| = |ay — ar + a,| >
€1

|ak|—|ak—an|>61—5:% V' n > Ny, es decir a, 20V n > Nj.
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1 Sin< N
Definamos b,, = ai Sin> N
{bn} es una sucesién de Cauchy, en efecto, si e > 0 entonces existe Ny tal que |a, — an,| <
ez%e V' n,m > Ny, asi |b, — by| = W 674% ° i—g =e Vn,m > max{Ny, No}. También

a,b, =1V n > Ny, delo cual lima,b, =1 m

n—o0

Sea Rrp = {{a,} : {a,} una sucesién de Cauchy en F'}, con F' un campo ordenado. Del
Teorema 40 se tiene que (Rp,+,e,{0},{1}) es un anillo conmutativo. Definamos en Rp la
relacién siguiente: {a,} ~ {b,} si lim (a, —b,) = 0.

Observacion 32. ~ es una relacion de equivalencia.
i) Es claro que {a,} ~ {a,}, ya que lim (a, —a,) = 0.

ii) Si{an} ~ {b,} entonces lim (a,, —b,) = — lim (b, —a,,) = 0, por lo tanto {b,} ~ {a,}.

n—oo

iii) Si{an} ~ {b,} v {bn} ~ {c.} entonces lim (a, —b,) =0 & lim (b, — ¢,) =0,

n—oo

por lo tanto lim (a,, — b, + b, — ¢,) = lim (a, — ¢,) = 0.

n—oo

Dado un elemento {a,} € Rr la clase de equivalencia a la cual {a, } pertenece se denota por

{an}]:

Para definir al sistema de los niimeros reales tomamos F' = QQ, més precisamente.

Definicién. El conjunto de los niimeros reales denotado por R se define como sigue R :=
R% = {[{a.}] : {an} es una sucesién de Cauchy en Q}.

0.7.2. Adicién y Multiplicaciéon en R

Afirmacién. Si {a,} ~ {a,} y {b,} ~ {b),} entonces {a, + b,} ~ {bl, + a,,} y {a,b,} ~
{a/ b }. Se tiene lim (a, —al,) =0y lm (b, — b)) = 0, de esta manera lim (a,, — a,, + (b, —
v,)) = lim ((a, + by) — (a, + 1)) = 0, demostrando {a,, + b,} ~ {al, + 1, }.

Se tiene |apb, — a,bl,| = |(an — al,)bp + (by — ),)aL,| < |an, — al||bn| + |b, — b, ||al|. Puesto que
{b,} y {al} son acotadas y lim |a,, —a,| = lim |b, —b.,| = 0 entonces lim (a,b, — a.,b,) = 0.

n—oo

De la afirmacién anterior, se tiene que la adicion y multiplicacién en R definidas anterior-
mente no dependen de los representantes.

D) Hand] + {bn}] = [{an + bu}].
ii) [{an}] o [{bn}] := [{anbn}].
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Con estas operaciones, es facil verificar que [{0}] & [{1}] son identidades para la adicién y
multiplicacion en R.

Teorema 42. (R, +,e,[{0}],[{1}]) es un campo.

Demostracién. Trabaje los detalles, use los teoremas 40 y 41.

Con lo hecho anteriormente se tiene que R es un campo, propiedad importante. Lo que
haremos en lo sucesivo es mostrar que R es un campo ordenado, arquimediano y completo.
Dos de estos conceptos han sido enunciados, el tercero es el siguiente

Definicién. Suponga que F' es un campo ordenado, F' se dice completo, si cada sucesion de
Cauchy en F converge en F.

El orden en R se dara en términos de elementos positivos, por lo cual es necesario precisar
estas ideas. Dado que los elementos de R son clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy
la siguiente definicién es necesaria.

Definicién. Sea F' un campo ordenado. Una sucesion {a,} en F se dice positiva, si existen
e>0&keNcona, >e Vn>k.

Teorema 43. Sea F' un campo ordenado, {a,} una sucesién de Cauchy, entonces exacta-
mente uno de los siguientes enuciados es verdadero.

a) lima, = 0.

n—oo

b) {a,} es positiva.

¢) {—an} es positiva.

Demostracién. Primero se muestra que una de las condiciones se cumple. Si lim a,, # 0,
n—oo
. . € .
entonces existe e > 0 tal que V m € N existe k > m con |ax| > e. Para 5 existe m; € N tal

e

que |a, — an| < 3 V' n,m>m.

De aqui, para m; existe & > mq, tal que |ai| > e, entonces si n > m; se tiene |a,| =
) ) )

la, — a, + ag| > |ax| — |an — ag| > e — 5= g. De esta desigualdad y de la hipétesis sobre

. €, € . , . .
{a,} se tiene que a, > 5 6 —an > 5 V'n > m, ie {a,} 6 {—a,} es positiva. Se verifica

directamente que solamente una de las condiciones anteriores se cumple. m

Observacién 33. Suponga que {a,} es una sucesion de Cauchy positiva, entonces cada
sucesion de Cauchy {al} € [{a,}] es positiva.

Demostracién. Puesto que {a,} es positiva, entonces existen e € F,e > 0y k € N con a,, >

e ¥V n > k. La hipétesis {al,} € [{a,}] implica |a], — a,| < g V' n > ky, o equivalentemente

e , e e e e
——<an—an<i,porlotantoéze——<an——

< al i.e. {a.} es positiva. m
5 5 5 < dnie {a}esp
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Definicién. Dado = = [{a,}] € R, se dice que x es positivo, si {a,} es positiva, y se escribe
r >z 0. Se denota por R" = {x € R: z > 0}.

Teorema 44. R" es un conjunto de elementos positivos para R.

Demostracién. Es claro que R es no vacio, puesto que {[1]} =1 € R".

i) RT es cerrado bajo adicién y multiplicacién.

Si z,y € R entonces existen {a,} € zy {b,} € y con {a,} y {b,} positivas, por lo tanto
{an + by} es positiva. Andlogamente se muestra que {a,b,} es positiva.

ii) Dado z € R se debe mostrar que exactamente uno de z = 0,z > 0,—z > 0 se cumple.
Esto sigue del Teorema 43 y la Observacion 33. m

Dados z,y € R se dice que # <y Si y —x € RT U {0}.
Asi como se hizo para Ny Z, se demostrara que Q esta inyectado en R y la inyeccién conserva
las operaciones y el orden, més precisamente.

Teorema 45. Sea ¢ : Q — R la funcion dada por p(x) = [{x}]. Entonces ¢ satisface:
i) oz +y) = ox) +¢(v),
i) p(zey) = p(x) e p(y),

iii) p(z) >r 0 <= x >4 0.

Demostracidn. i) y ii) son claros.
ili) {z}] > 0 <= {2} >0 <= x>, 0, entonces p(z) >xg 0 <= >z 0. m

Con lo anterior, se mostré que R es un campo ordenado que contiene un subcampo isomorfo
a Q, una de las siguientes metas es mostrar que R es completo y arquimediano, y cualquier
otro campo F' que es ordernado, arquimediano y completo es isomorfo a R.

De ahora en adelante se identificard a Q con ¢(Q) y el elemento x € Q con [{z}].

Se ha visto que R es un campo ordenado, por lo tanto R tiene un valor absoluto, puede
verificarse que el valor absoluto en R satisface |z|z = [{|an|o}] donde x = [{a,}]. De esta
observacién es fécil verificar que cuando se identifica una sucesiéon {a,} C Q con una sucesién
en R, {a,} es una sucesién de Cauchy en Q <= {a,} es una sucesiéon de Cauchy en R.

Observaciéon 34. Si € € R satisface 0 < ¢, entonces existe e € Q tal que 0 < e < €.

Demostracidén. Sea ¢ = [{a,}] con {a,} positiva, entonces existen e; € Q,e; >0y n; € N
tales que a,, > e >0 V n > n;. Por la densidad del orden en Q, de € Q tal que 0 < e < ey,
ahora el elemento e = [{e}] satisface 0 < e <e. m

En el trayecto para demostrar que R es completo, se debera demostrar que cualquier sucesién
de Cauchy en Q converge en R. Aqui se debe tener cuidado con el enunciado; se enfatiza que
@ se identifica con su imagen en R.
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Teorema 46. Si {a,} es una sucesién de Cauchy en Q y {a,} € £ es un nimero real,
entonces lim a,, = & (el limite se toma en R).
n—oo

Demostracién. Se debe mostrar que, dado € > 0 en R existe ny € N tal que |a, — &| < ¢
en R Vn>ng.

Dado € > 0 en R, de la observacion anterior, existe e € Q tal que 0 < e < e. La hipotesis en
e

{a,} garantiza que existe n. € N tal que |a,, — a,| < 3 V' m,n > n., de esta desigualdad se
tiene g <e—|ay — am| ¥V n,m>n,. Para cada n > n, considere la sucesién {bg,?)} definida
por b = e — |a, — apm).

Por construccién, {bgﬁ )} es una sucesion positiva de Cauchy en R V n > n.. De la definicién
de orden en R se tiene [{b57}] = [{e = |an — am|}] > 0¥ n > ne 0 e = [{e}] > [{|an — am|}]-
También se tiene que |a, — & = [{an}] — [{am ] = [{lan — am[}], entonces |a, — ] < e <
eVn>n.m

Corolario 1. Si¢ € R ye > 0 en R, existe a € Q tal que | —a|] < e en R.

Demostracién. Del teorema anterior, lim a,, = £ para cada {a,} € &, por lo tanto, dado
n—oo

e > 0 en R existe n; € N tal que [ —a,| <e ¥Vn >n,. Tome a=a, m
Corolario 2. Si ¢ <n en R, entonces existe a € Q tal que £ < a < n.

Demostracion. Se tiene que el orden en R es denso, entonces existe ¢ € R tal que £ < ¢ < n.
Sea ¢ = min{c — &, n — ¢}, por el corolario anterior existe a € Q tal que |a — ¢| < €; esta
desigualdad equivale a —e < a — ¢ < . De esto y la definicién de € uno tiene ¢ < ¢ —¢e <
a<c+e<nm

Corolario 3. R es arquimediano.

Demostracién. Sean z,y € R con y > 0. Si x < y, no hay nada que probar entonces se
puede suponer que 0 < y < z, de aqui 0 < y < = < x + y. Se sabe que existen a,b € QQ tales
que 0 <a<y<ax<b<x+y. Aplicando el principio arquimediano a Q se tiene b < na
para algtin n. El resultado sigue, i.e. ny > . m

Teorema 47. R es completo.
Demostracion. Se deberd mostrar que una sucesién de Cauchy en R converge en R. Sea
{&,} una sucesién de Cauchy en R. Por el corolario 1, dados £ € R, e > 0 existe a € Q tal
1
que |£ — a| < g, en particular para e = — y £ = §,, existe a,, € Q tal que |, — a,| < —. De
n n
este procedimiento se tiene una sucesion {a,} C Q.

. . o1
Afirmacién. {a,} es una sucesién de Cauchy. Primeramente, note que la sucesién — — 0 en
n

. 1 €
R, entonces dado e > 0 en R existe n; € Ntal que [§,—a,| < — < 3 V¥ n > ny. Ahora, usando
n
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5
la hipdtesis sobre {&,}, se tiene que existe ny € N tal que |, —&,,| < = para todo n,m > no,

de esta manera |a,, — an| = [@m —§m +Em — &+ & — an| < am —Enl +En — &ul + 160 — an| <
%4-%—1—%:5 V' n,m > max{ny,ny}.

Sea £ = [{a,}], el siguiente paso es mostrar que lim ¢, = £. Se ha probado, Teorema 46,
2
que lim a, = &, entonces existe ny € N tal que |a, — &| < §5 V' n > ng, asi |§, —&| =
e 2
&0 — @+ ay — & < & — an| + |a, — €] < §+ 3¢ vV n > max{ng,n,}. =

Se ha definido el concepto de orden denso en un campo ordenado, i.e. se dice que < es denso,
siVa<bexite c € F tal que a < ¢ < b. La siguiente definicién precisa el concepto de
densidad para subconjuntos de campos ordenados.

Definicién. Sea F' un campo ordenado, A C F, A se dice denso en F, si para x,y € F tales
que x <y, existe a € A con x < a < y.

Observacién 35. Uno de los corolarios anteriores, prueba que Q es denso en R, este es un
caso especial de un resultado mas general .

Teorema 48. Suponga que F' es un campo ordenado. Entonces F' es arquimediano <= Qg
es denso en F'. Aqui Qp es el subcampo de F isomorfo a Q.

Demostracién. (= Suponga que a < b, entonces 0 < b — a; como F' es arquimediano,

1
existe n € N tal que 1 < n(b — a), lo que equivale a 0 < — < b — a, de aqui se tiene
n

1 m
a < a+ — < b. Nuevamente, por el principio arquimediano existe m € N tal que b < —. Sea
n n

m el elemento minimo en N con esta condicién, por lo tanto < b.
n
1 i m—1
< b se obtiene a <

1 m —
Dea<a+—<by < b, mostrando que Qp es denso.
n

n n
<=) Suponga ahora 0 < a < b en F, entonces existen z,y € Qp tales que 0 < x < a <b <
y < b+ a. Puesto que Qp es arquimediano, entonces existe n € N tal que nx > y por lo
tanto na >nr >y >0.m

Ejercicios.
1. Si F es un campo ordenado, y a € F\{0} entonces a? > 0, en particular 1 > 0.
2. Si F' es un campo finito entonces, ' no es un campo ordenado.

3. El campo de los nimeros complejos no es ordenado.

. . _ 1
4. Sea F' un campo ordenado, F' es arquimediano <= la sucesién {— converge a Ccero
n

en F.
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0.7.3. Unicidad del Sistema de los Numeros Reales

Ya se demostrd la existencia del sistema de ntimeros reales, el cual es campo arquimediano,
ordenado y completo. En esta tltima parte se demostrara que R es tinico, i.e., si F' es cualquier
otro campo arquimediano, ordenado y completo, entonces F' es isomorfo a R.

Antes de demostrar que R es isomorfo a cualquier campo ordenado, arquimediano y comple-
to es necesario presentar algunos conceptos que estan estrechamente ligados a los conceptos
presentados en calculo. Los conceptos de cota superior e inferior para conjuntos, estan rela-
cionados intrinsecamente con la propiedad de complitud de los reales.

Definicién. Sea F' un campo ordenado, A C F.

i) Se dice que A es acotado superiormente, si existe M € F tal que a < M para todo
a € A. M se llama cota superior para A.

ii) Se dice que A es acotado inferiormente, si existe m € F' tal que m < a para todo
a € A. m se llama cota inferior para A.

iii) Se dice que A es acotado, si A tiene tanto una cota superior como inferior.

iv) Un elemento a € F' se llama una cota superior minima o supremo de A si
a) a es una cota superior para A,y

b) a < u para toda cota superior u de A.

v) Un elemento b € F se llama una cota inferior maxima o infimo de A si
a) b es una cota inferior para A, y

b) v < b para toda cota inferior v de A.

Observacién 36. Si A C F, F' es un campo ordenado, entonces A tiene a lo mds un supremo
y un infimo.

De Hecho si a & a' son supremos de A, entonces de la definicién anterior iv b) se tiene que
a <d & d < a, de esta manera a = a’. Andlogamente para infimos.

Si F' es un campo ordenado, por un intervalo I C F' se entiende, uno de los siguientes
conjuntos: [ = {x € F:a < x < b} = [a,b], (intervalo cerrado); I ={z € F:a <z < b} =
Ja, b], (intervalo abierto); I = {z € F': a <z < b} = [a,b], (cerrado por la izquierda, abierto
por la derecha); I = {z € F': a < x < b} =la,b], (abierto por la izquierda, cerrado por la
derecha). El elemento b — a es llamado la longitud o volumen del intervalo.

Se necesita una definiciéon maés.

Definicién. Sea F' un campo ordenado, A, B C F' no vacios, tales que

i) ANB=1.
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ii) AUB=F.

iii) Sia € Aybe B, entonces a < b.

La pareja (A, B) es llamada una cortadura de F. Una cortadura (A, B) se llama un “hoyo”
si A no tiene un elemento maximo y B no tiene un elemento minimo.

Si A es un subconjunto de un campo ordenado F', se dice que p € F es un punto de
acumulacién de A si AN (Ja,b[\{p}) # 0 V a,b € F tales que a < p < b. Un punto
p € A se dice punto aislado de A si existe un intervalo abierto |a, b[ que contiene a p tal que
AN]a, b[= {p}. El conjunto A se dice abierto en F si para cada a € A existen z,y € F tales
que a €]z, y[C A. B C F es cerrado, si B¢ es abierto.

De calculo se sabe que la complitud de los niimeros reales es equivalente a otras propiedades,
por ejemplo al principio de Bolzano-Weierstrass, principio de Cauchy, los cuales se precisaran
a continuacion.

Antes de presentar la formulacién de los principales enunciados que satisfacen los campos
isomorfos a R presentamos dos hechos que son de tipo general, se cumplen en un campo
ordenado y seran usados en la demostracion del siguiente teorema.

Hecho 1. Sea {a,} una sucesion de Cauchy en F. Suponga que {a,} tiene una subsucesion
{an,} con limite a en F, entonces lim a,, = a.

n—oo
Demostracién. Sea e > 0 en F, como {a,} es una de sucesién de Cauchy, entonces existe
N; € N tal que |a, — a,| < e para cada n,m > Nj. Si ka a,, = a entonces existe Ny € N

—00
e

tal que |a,, —al < 5 bara todo k > Ny, por lo tanto |a, — a| = |a, — an, + ap, — a| <

|y, — an, | + |an, — a|] < e para toda n > Ny, No. Note que ng > k pues ny < mng--- < ng---.

[

Hecho 2. Sea {a,} una sucesion en F', entonces {a, } contiene una subsucesién mondétona.

Demostracién. Para k£ € N, a5 se llama un pico de {a,} si ax > a, ¥V n > k. Si {a,}
no tiene picos, entonces para cada k existe n, > k tal que a,, > aj, de aqui, se tiene
a1 < Gpy < Qpy < -+ <---conng <ng<--- <y {ay} es la subsucesién deseada.
Suponga que {a,} tiene picos. Si para algin k € N existen infinidad de indices k; tales que
ar, = ap j = 1,---,m,--- entonces {ay,} es la subsucesién que se busca, por lo que se
puede suponer que {a,} tiene un nimero finito de picos. Sea k tal que a; es el ultimo pico.
Poniendo m = k + 1, entonces la sucesién {a,,4:}, ¢ = 1,2..., no tiene picos y estamos en
el primer caso ya considerado. m

Sea F' un campo ordenado, consideremos los siguientes enunciados.

I. (Cauchy)
a) I es arquimediano, y

b) F' es completo.
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II. Todo subconjunto no vacio de F' acotado superiormente, tiene un supremo en F'.
III. (Dedekind) F' no tiene hoyos.
IV. Todo subconjunto no vacio de F' acotado inferiormente, tiene un infimo.

V. (Heine-Borel) Si X es subconjunto cerrado y acotado de F' y F es una familia de
intervalos abiertos cubriendo a X, entonces F tiene una subfamilia finita que también
cubre a X.

VI. (Bolzano-Weierstrass) Todo subcojunto acotado e infinito de F' tiene un punto de
acumulacion en F.

VIL a) F' es arquimediano, y

b) Si{I,} es una familia de intervalos cerrados tal que I,,,1 C I,, entonces Nyenl, #

0.

Teorema 49. Sea F' un campo ordenado, entonces los enunciados anteriores son equivalentes.

Demostracion. I = II Sea A un subconjunto de F' no vacio y acotado superiormente,
entonces existe t € A & b € F talesque a <b Va € A.

m
Dado n € N, por la propiedad arquimediana de F', existe m € N tal que b —x < —, de
n
m
esta manera, el conjunto B, = {m € N : z + — es una cota superior de A} # (). Sea
n

m, el elemento minimo de B,, de aqui z, = r + — es una cota superior para A, pero
n

my, —

no lo es. Sea b, = z, — —, entonces 4 a € A tal que b, < a.

Zn —

S|

:x—i—
n

Para otro entero m # n y argumentando como antes, existe un minimo entero k,, tal que
kp — 1

b—x < 2, de lo que se obtiene que 2, = = + —= es cota superior de A y x +
m m

1
no lo es. Definiendo b,, = z,, — — se tiene b,, < a < z, para algun a € A, por lo tanto
m
1 1 1 1 1 1
by —bp < zp—(2n— =) ==y by — by < z2pp — (2 — —) = —, asi |b, — bp| < max{—, —}.
n m

Usando nuevamente la hipdtesis arquimediana en F' se concluye que {b,} es una sucesién de
Cauchy, puesto que F' es completo, entonces lim b, = w.

n—oo

Afirmacién. w = sup A. w es una cota superior para A, pues de otra forma 4 x € A tal
r—w 1 r—w

y — <
2 n 2
= x, contradiciendo que z, es una cota superior para

que 0 < x — w, entonces 3 n € N tal que b, —w < |b, — w| <
—w, T—w

7 )3

, 1 T
asi z, = b, +— < (w+
A. "

Si ¢ es una cota superior para Ay ¢ < w entonces para alginn € N, w—b, < |w—0b,| <w-—c
y de ésto ¢ < b,, pero b, no es una cota superior para A, i.e. ¢ < b, < x para algin z € A
==
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IT = IIT Sea (A, B) una cortadura en F', ya que A & B son no vacios y todo elemento en b
es una cota superior para A, entonces por hipdtesis A tiene un supremo. Sea a = sup A €
FF=AUB.Sia€ A, entonces A tiene un elemento maximo, si a € B entonces B tiene un
elemento minimo, asi, de cualquier forma (A, B) no es un hoyo.

IIT = IV Sea B un subconjunto de F' no vacio y acotado inferiormente. Sea X = {x € F :
r<bVbeB} Y =F\X.

Afirmacién. (X,Y) es una cortadura en F. Por hipdtesis X # (), también Y es no vacio,
puesto que b+ 1 € Y para cada b € B. También por construccion se tiene F = X UY &
Xny =49.

Dados x € X, y € Y entonces x < y, pues de otra forma y <z < bV b € B, por lo tanto
y € X =<«. Por hipdtesis F' no tiene hoyos, por lo cual X tiene un elemento méaximo, 6 Y
tiene un elemento minimo.

Si X N B # (), entonces X N B = {xp} y 29 = Inf B =maxX.

Si XN B =, entonces B CY = X¢, ahora, si Y tiene un elemento minimo digamos g
entonces yop < y V y € Y en particular yop < bV b € B, por lo tanto yy € X =<«. De esta
manera, si X N B = (), Y no tiene elemento minimo, entonces X tiene elemento méximo, y
este es en el infimo de B.

IV = V Primeramente se probard la siguiente afirmacion. Sea I = [a, b] un intervalo cerrado
en F'. Suponga que F es una familia de intervalos abiertos que cubre a I, entonces F contiene
una subfamilia finita, que también cubre a 1.

Sea B = {z € I : [z,b] es cubierto por un nimero finito de elementos de F}. Claramente
b € B, es decir B es no vacio y por construccién a es una cota inferior para B, entonces la
hipdtesis garantiza la existencia de zy = inf B.

xy € B, en efecto, xy € I por lo que existe Uy € F tal que xy € Uy =]c,d|, de esto se
tiene ¢ < xg < d. Ya que xg = inf B y el orden en F' es denso, existe w € F tal que
xo < w < d, de esta manera [w, b] es cubierto por Uy, - -+ U, € F, asi {Uy, U, ,U,} cubre
[0, b], demostrando que xy € B.

ro = a. Si a < xg, entonces a,c < xyg < d, otra vez por la densidad de <, existe z con
a,c,< z < xp; igual que antes [z,b] es cubierto por {Up,Uy, - ,U,}, por lo tanto z € B,
entonces rg < z =<«. Probando la afirmacién.

Ahora suponga que X es subconjunto cerrado y acotado de F el cual es cubierto por la
familia F consistiendo de intervalos abiertos.

Ya que X es acotado, entonces X C [a,b] = [ para algin [; también se tiene que X es
cerrado, entonces X ¢ es abierto, de esto se tiene que para todo x € I\ X, existe un intervalo
abierto J, tal que J, N X = 0. Sea F; = {J, : v € I\ X y J, N X = ()}, entonces
F U JFi es una cubierta abierta de I, por la afirmacion anterior, existe una subfamilia finita
{Uy, - U} T FUF que cubre a I, en particular cubre a X. Ahora, la construccién de
Fi garantiza que F N {Us,--- ,Uy,} cubre a X.

V = VI Sea X un conjunto acotado infinito, si X no tiene puntos de acumulacién, entonces
los puntos de X son aislados y esto implica que X es cerrado, para todo = € X existe un
intervalo abierto J, tal que J, N X = {z}, y la familia F = {J, : * € X} es una cubierta de
X, el cual es cerrado y acotado, entonces F tiene una subfamilia finita que lo cubre, por lo
tanto X debe ser finito =<«.
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VI = VII a) F es arquimediano, pues de otra forma existen a,b € F' con 0 < a < by
0<a<na<b VneN. Esclaro que X = {na : n € N} es infinito y no tiene puntos de
acumulacion, una contradiccion.

b) Para cada n sea J, = [an,b,] un intervalo cerrado tal que J,, 41 C J,, asi a, < apy1 <
bpi1 < by, en particular a; < a, < by Vn, i.e. el conjunto X = {a, : n € N} es acotado.

Sipara algin ng € N, a,, = a,, ¥ m > ng entonces a,, € J,, Vm > 1, delo cual a,, € NJ,.

Si para todo n existe m tal que a,, # a, entonces X es infinito. Por hipdtesis X tiene un
punto de acumulacién, digamos a.

Afirmacién. a, <a <b, Vn.

Si a < a, para algin n, entonces a < a, < a,, ¥ m > n.

Si0 < e < a,— aentonces |a — e,a + ¢[NX es finito, por lo tanto a no es un punto de
acumulacion.

Si b, < a para algin n entonces a,, < b, < a V m > n. Argumentando como antes, se
concluye que a no es un punto de acumulacion para X. Asi a € NJ,.

VII = I Es necesario mostrar que cualquier sucesion de Cauchy en F' converge en F. Sea
{a,} una de sucesién de Cauchy en F.

De los hechos 1 y 2 probados con anterioridad, puede suponerse que {a,} es mondtona,
decreciente y acotada. Se construird una sucesién de intervalos anidados J,, = [c,, d,,] tal que
¢, es una cota inferior de {a,,} para todo n y d, no lo es.

Ya que {a,} es acotada inferiormente sea ¢; una cota inferior para {a,} y d; tal que a; < d;
c1 + dl

2
y definamos ¢y = ey, si 1 es una cota inferior para {a,} y da = dj, en otro caso sean, ¢, = ¢; y

cn, +d,
dy = ey. En general se puede suponer que J,, = [¢,, d,] se ha construido y defina e,, = 5

Sea ¢p11 = e, si e, es una cota inferior para {a,} vy d,+1 = d,; en otro caso, ¢,41 = ¢, ¥
dy —c
dny1 = e,. Por la construccién de J, se tiene J,41 C J, y vol(J,) = 12n71 !
n > 1. Por hipétesis N9, J, # 0. Si a € NS2,.J,, entonces la hipétesis sobre {a,} y la
di — ¢
2n—1

para algun k. Puesto que {a,} es decreciente entonces a,, € [¢1,di] ¥V n > k. Seae; =

para todo

condicién vol(.J,,) = junto con la condicién arquimediana en F' implica directamente

que lim a, = a.
n—oo

Con esto se ha terminado la demostracion del teorema. m

Teorema 50. Sea F' un campo ordenado arquimediano, entonces F' es isomorfo a un sub-
campo de R.

Demostracién. Se sabe que F' contiene un subcampo Fg isomorfo a Q. También se tiene
que F' es arquimediano <= todo elemento a € F' es el limite de una sucesién en Fy
(Teorema 48), i.e. a = lim {a,} donde {a,} es una sucesién en Q.

n—oo

Definamos ¥ (a) = lima, € R. Estd claro que la definicién de ¢ es independiente de la

sucesion {a,}, puesto que el isomorfismo que identifica a Q con Fg preserva sucesiones de
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Cauchy. Las propiedades de limites garantizan que ¢ es un homomorfismo. Si a > 0, entonces
{a,} es positiva, lo cual implica que {a,} es positiva, as{ lima, = ¥(a) > 0 € R, por lo
n—oo

tanto v preserva el orden, y esto implica que v es inyectiva. m
Teorema 51. Todo campo F' ordenado, arquimediano y completo es isomorfo a R.

Demostracidén. Se tiene que todo = € R satisface x = lim a,, con {a,} C Q, por lo tanto

n—oo

{a,} tiene un limite en F', digamos a = 1lim a, asi ¢)(a) = x, (1) como en el teorema anterior),
n—oo

de esta manera 1 es sobre, i.e. F = R. =
Corolario. Hay solamente un campo que satisface los enunciados I-VII del Teorema 49. m

Se ha empezado la construccién del sistema de los niimeros reales con un sistema de Peano,
y siguiendo un procedimiento paso a paso se ha llegado obtener el sistema de los reales, R.
Tomando por hecho la existencia de los niimeros racionales, la construccién usa como piedra
angular, las sucesiones de Cauchy de numeros racionales. Existe otro enfoque, que es mas
algebraico, pero se puede decir que en esencia son el mismo, se trata de las cortaduras de
Dedekind, cuya definicion se da a continuacion.

Definicién. Por una cortadura de Dedekind de Q se entiende una pareja (A, B) de subcon-
juntos de Q que satisfacen

DI Q=AUByANB=4.
D2 A y B son no vacios.
D3 a<bVacAyVbe B.

D4 A no tiene maximo.

Como se menciond en la introduccion, hay otro enfoque para construir el sistema de los
nimeros reales; presentado por Conway [2] cuyo método es, suprimir el procedimiento paso
a paso que anteriormente se mencioné. La base del método de Conway, es la reformulacién
de los postulados de Dedekind mediante cortaduras. El Método de Conway, es sin duda,
de mayor alcance, pues su formulacion se hace en términos muy generales, de hecho la
construccién de Conway da como resultado un campo “Universal” [4, pagina 352] en donde
estan “contenidos” todos los campos ordenados. Esto puede ser de interés especialmente para
los interesados en la contrucciéon de los hiper-reales y en el andlisis no estandar.

0.7.4. Ejercicios

1.- Resuelva todos los ejercicios asignados en las notas.

2.- Sea F' un campo ordenado. Por una seccion superior en F' se entiende un U C F' el
cual satisface:
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a) U+ F0,
b) Siae U ya<bentoncesbe U,y
c¢) Sia € U entonces existe b < a tal que b € U.
Un campo ordenado F' se dice continuamente ordenado si para toda seccién superior
U, F\ U tiene méximo elemento.
a) Defina seccién inferior en un campo ordenado.
b) Si F es un campo continuamente ordenado y B es una seccién inferior, demuestre
que F'\ B contiene un minimo.

3.- ;Es Q continuamente ordenado?

4.- Sea F' un campo ordenado. Demuestre que F' no tiene minimo elemento y tampoco
maximo.

5.- Sea F' un campo ordenado, L un subcampo denso en F. Suponga que toda sucesién
de Cauchy {a,} C L converge en F. Demuestre que F es completo.

6.- Sea r € RT, demuestre que existe un tnico n € N tal que n < r < n + 1. Extienda el
resultado a cualquier r € R, salvo que el n ahora es un entero.

7.- Defina la parte entera y fraccionaria de un real r.

8.- Sea b un entero mayor que 1. Demuestre que todo real » > 0 admite una representacion
Unica en base b de la forma r = Z;’io ¢;b™%, con ¢; enteros no negativos y 0 < ¢; < b
para todo ¢ > 1. Sugerencia: escriba a r como su parte entera mas su parte fraccionaria.

9.- Sea F' un campo ordenado, Qp el subcampo de F' isomorfo a Q. Se dice que F ad-
mite elememtos irracionales si F' # Q. Suponga que F' tiene elementos irracionales,
demuestre que el conjunto de elementos irracionales es denso en F.

10.- Sea Q[z] el conjunto de los polinomios con coeficientes en Q. Con la suma y producto

usual de polinomios, Q[z] forma un dominio entero.

a) Imite la construccién de Q a partir de Z para obtener un campo a partir de Q[z].
Este campo se llama el campo de las funciones racionales sobre Q y es denotado
por Q(x); los elementos de Q(z) son cocientes de polinomios.

b) Sea P = {p(z)/q(x) € Q(x) : p(x)q(z) tiene coeficiente principal

positivo}. Demuestre que P es un conjunto de elementos positivos. jEs Q(z) un
campo arquimediano?
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11.- Sea F el conjunto de las series formales de Laurent > > ;27 conr; € Q y r; =0
para todo j < —m para algin m € NU{0}. Se define una suma y producto en F' como

sigue
oo (0.9} (o.9)
J o J
5 rix’ + E s;x) = E (r; +s5)x
—0o0 —00 —0oQ
00 00 e} J
J) — ed .
( E r;a’)( E s;x’) = E ¢ con ¢; = E Ti—pSp-
—00 —00 —00 p=0

Con las operaciones anteriores F' es un campo. Se define un orden en F' como sigue:

00 0o
E o E d

zj < SJ:E
—00 —00

si existe un k tal que r; = s; para todo j < k y r, < s;z. Demuestre que F' es un
campo ordenado el cual no es arquimediano. ;Hay alguna relacion entre los campos
de los ejercicios 10 y 117 De hecho F' es un campo completo. Este es un ejemplo para
mostrar que la condicién de ser arquimediano en los enunciados I-VII del teorema 49
es necesaria.
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. Teorema Chino del Residuo

Teorema A (Teorema Chino del Residuo) Dados m,n € Z, tales que ged(m,n) = 1
entonces

) (oz) =5
0 ()

Z
mZ,

IIZ

HZ

( ) (%)*-

En donde( ) = {[a] : ged(a,m) = 1}.

Z / /
Demostracién. i) Definamos ¥ : <W) — (ﬁ) X (n_Z) como sigue V([a]y,) =

([a]m,[a]n). U estd bien definida, pues [a|mn = [b]mn = a — b = mnt para algin ¢, de
aqui [al, = [b],, & [a] = [b];m. Es directo verificar, que V([a]mn+[b]mn) = V([a)mn)+ P ([]mn)-
También se tiene que ¥ es inyectiva ya que ¥ ([a|mn) = ([a|m, [a],) = (0,0) implica m | a &
n | a, de esto y la hipétesis ged(m,n) = 1 se tiene mn | a, de esta manera [a|,, = [0]mn.
U es sobre, en efecto, mostrar que W es sobre es equivalente a mostrar que las congruencias
r=a (médm)yx=0>b (mdd n) tienen una solucién comin. Por hipdtesis ged(m,n) = 1,
esto implica que existen mg, ng € Z tales que 1 = mmg + nny. Multiplicando esta ecuacion
por a y b respectivamente, se obtiene a = mmga + nnga & b = mmgb + nngb. Definamos
x = mmpb + nnga, entonces se tiene r = nnga (méd m) y a = nnga  (mdéd m), de lo
cual z =a (méd m). Andlogamente, z = mmob (mdd n) & b = mmeb  (mdd n), de esta
forma z =b (mdd n), por lo tanto ¥ (x) = ¥([mmeb + nnoalmn) = ([a]m, [0],)-

*

i) Si [a]mn € <—Z entonces ged(a,mn) =1 = ged(a, m) = ged(a,n) = 1, por lo tanto
mn

Z \" Z \" Z\"
v — Cl—) x| —).
mn, m. nz,
De la construccion de z en el caso anterior se tiene que si ged(a, m) = ged(b,n) = 1 por lo

que ged(x,mn) = 1. En efecto x =a  (méd m) = = —a = tm. Si ged(z, m) > 1, entonces
existe p primo tal que p | m & plz = pla = gcd(a m) > 1=<«.

Anélogamente, si x = b (mdd n) con gcd (b,n) = 1 entonces ged(z,n) = 1. Por lo tanto

ged(x,mn) =1y V(z) = ([a]m, [b].) € ( ) ( )

Corolario. Si gcd(m,n) = 1 entonces ¥(mn) = ¥(m)¥(n).

Demostracion. Sea ¥ como en el teorema anterior, entonces W es una biyeccién de ( —Z)
mn

Z\" Z\"
en [ — | X [ —= ] , el resultado se obtiene tomando cardinalidad. m
mi v
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