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Solucidén al examen ECAL

1. Demuestre que

lfr%\/n—l—\/n+\/n—l—\/n+...:1

Solucién

Sea f(x,n) = +/n+ x. Es claro que la composicién de f consigo misma k veces da por resultado

fk(x7n):\/n+\/n+\/n+...+\/m

donde el nimero de veces que aparece el radical es £ 4+ 1. Tomando el limite cuando & — oo
obtenemos

lim f*(z,n) = o
k—o0

donde z; es el punto fijo positivo de f(z,n) dado por:

1 1
$0:§+ z_l+n'

Puesto que ¢ no depende de x basta probar ahora que lim zy = 1.

n—oo
2. Deduzca una férmula de reduccién para [ tan™zdz,n € N.
Solucion

2

Se reescribe la tan™ x como tan® z tan” 2 x y se utiliza la identidad tan®z = sec?z — 1

/tan” rdr = /tz—m2 rtan" 2z dr = /(sec2 r—1)tan" 2z dx

Se realiza el producto y utilizando la linealidad de la integral, separa la tultima integral en dos
integrales:
/tan” rdr = /sec2 rtan" 2z dr — /tan”2 xdx

Con el cambio de variable u = tanz, du = sec? z dx en la primera integral tenemos

n—1
/tannxdx = /u”_2 du — /tan”_Za:dx _— T~ /tan”_Qxdm
n_

Al regresar a la variable original se obtiene la férmula:




tan” ! x
/tan"a:dx = /tan"zxdx

n—1
3.(a) Demostrar que si f y g son funciones inyectivas entonces f o g es también inyectiva, y hallar
(fog)™! en términos de f~1y g7 1.

Demostracién

Supongamos que (£ © g)(z) = (£ © 6)(), es decir £(g(x)) = F(g(y)), como f es inyective tenemos
que g(x) = g(y), y como g es inyectiva se sigue que = = y, por lo tanto f o g es inyectiva.

Ahora (fog)™ =g o !, pues (fog)™ o (fog)(z) =g (f(flg(2)) =97 (9(z)) = z, la

otra composicion se hace de manera analoga.
(b) Si f es una funcién biyectiva y g(x) = 1 + f(z), hallar g~! en términos de f~1.
Solucién

Se define la funcién auxiliar h(z) = 1+ z, cuya inversa estd dada por h™(z) = z — 1, de esta
forma g(x) = h(f(z)) = 1+ f(x), y utilizando el resultado del inciso anterior tenemos g~ '(x) =

(h(f(x) ™t = f1(h (@) = Tz — 1)
4. Considere el siguiente campo vectorial,

_y A~ €x
ZEQ + y2| + 172 + Yy

(a) Encuentre una relacién entre v y las derivadas primeras de la funcién f(z,y) = tan™'(¥).

2

Solucién

of _ v (=y\_ -y of _ 1 (1N_ =
0x_1+(%)2 22 ) x4 y?’ 8y_1_|_(%)2 v) x4y’

entonces si v = v;i + vy se tiene que f, = vy fy = vo.

(b) Sea un campo vectorial F : R? — R? tal que F = Vf en donde f : R?> — R es una funcién
continuamente diferenciable en un dominio D C R?. Sea C' una curva cerrada suave en el interior
de D. Calcule la siguiente integral de linea
/ F-dr,
c

en donde r = z(s)i+y(s)j, s € [a,b] (a < b) es una parametrizacién de C tal que z y y son funciones
suaves de s.

Solucién

[ - / (020 O ) - /ab;l—";ds:f(fﬂ(b),y(b)) ~ fa(a),y(a)).



§
N

FiGura 1. Empleo del teorema de Stokes.

por el teorema fundamental del célculo. Como C' es una curva cerrada, (x(a),y(a)) = (z(b),y(b))
y por lo tanto la integral de arriba es cero.

(c) Suponga que C es el circulo unitario centrado en el origen. Calcule la circulacién alrededor
de C' del campo v del inciso (a) y explique cuidadosamente cémo su célculo es compatible con su
respuesta al inciso (b).

Solucién

Sea s — r(s) = (cos(s),sin(s)), s € [0, 2] una parametrizaciéon del circulo unitario C', entonces la
circulacion de v alrededor de C' es

27 27
7{v~dr:/ ( Sens-(—sens)—i—coss‘(coss)) d5:/ ds = 2.
0 1 1 0

Aun cuando C' es una curva cerrada, el valor de la integral de linea no es cero. Esto se debe a que
v no es un campo gradiente en el disco unitario ya que no estd definido en el centro (origen) de
dicho disco (de otra forma la integral debié ser cero por el inciso (b)).

22 s 2 ~ . .
5. Considere el campo vectorial F = e= i+ tan_l(%) j + senyzk. Calcule el flujo del rotacional de F
a través de la superficie de la bola unitaria.
Solucion

El flujo es cero independientemente de la forma particular de F (toda vez que F cumpla las condi-
ciones del teorema de Stokes, lo cual es cierto en este caso).

Sea C la curva sobre la superficie de la bola que se obtiene al intersecarla con el plano z = z,
0 < zp <1 (ver figura ).

Entonces si S es la superficie de la bola se tiene que S = S; U Ss, en donde S; N Sy = C'; luego,

f V x F-dS = ffoF-dSl+£JVXF-d52 - fgSlPdrl—ké&F-drz,

S S1



por el teorema de Stokes. Ahora 957 = Ct en donde C" es la curva C orientada “positivamente”
(oeste-este), mientras que 055 = C'~ en donde C~ es la curva C orientada “negativamente” (este-
oeste); es decir,

ijF-dSZ]{ F-dr1+f F-drzzj[ F-drl—j{ F.dry = 0.
(s c+ - c+ c+

6. La funcién de produccién para un fabricante de software estd dada por f(x,y) = 100z%/4y/4,
donde z representa las unidades de trabajo ($150 por unidad) y y representa las unidades de capital
($250 por unidad). El costo total de trabajo y capital estd limitado a $50,000.00. Hallar el nivel
maximo de produccion de este fabricante.

Solucién

Tenemos un problema de multiplicadores de Lagrange, donde la funcién objetivo es f(x,y) =
1002%/4y'/* y est4 sujeta a la restriccién g(x,y) = 150z + 250y = 50,000, entonces por el Teorema
de Lagrange tenemos que resolver el sistema de ecuaciones V f(x,y) = AVg(z,v), g(x,y) = ¢, que
para nuestro problema resulta:

(75~ Ayl 25234 73/%) = X(150,250), 150z + 250y = 50, 000

es decir

75x Ay = 150
25234y =34 = 250\
150z + 250y = 50,000

despejando A en la primera ecuacién y simplificando
—1/4,,1/4
x
N
2

sustituyendo este valor en la segunda ecuacién
—1/4,,1/4
25,:5/4~3/4 — 950 (x /A1t )
2

resolviendo resulta x = by. Sustituyendo en la tercera ecuacion obtenemos y = 50, = = 250, por
lo tanto el nivel méximo de produccién es f(250,50) = 100(250)%/4(50)*/* ~ 16, 719 unidades.

7. Determinar si el conjunto de vectores dado genera al espacio vectorial R :

2 3 1 7

0 1 1 3

1 2 1 5)
Solucién

Para generar R? se necesitan al menos tres vectores linealmente independientes. El conjunto de
vectores dado NO genera al espacio vectorial R?, pues los ltimos dos vectores son combinaciones
lineales de los dos primeros, es decir



1 3 2 7 3 2
1 )=11]-10],{3|=3[{1]—-|20
1 2 1 5 2 1
8. Sea A una matriz real cuadrada simétrica de tamano siete y sea x = (x1, ... ,x4) arbitrario.

Considere el siguiente limite:

(1) lim A"z .

k—o0
(a) Suponga que A tiene eigenvalores —1, %, =t L =L 1 =1 (Calcule el limite en (1) en términos
de x o bien demuestre que este no existe.

Solucién

Dado que A es real simétrica, existe una matriz ortogonal Q tal que A = QDQ?Y, en donde
D = diag(Aq, ..., A7) es una matriz diagonal cuyas componentes corresponden a los valores pro-
pios de A. Entonces A¥ = Qdiag()\}, ..., \5)Q?, por ortogonalidad de Q.

(a) El limite no existe. limy_.., A¥z = Qdiag(limy_., A, ...  limy_. A¥)Q?, siempre y cuan-
do cada uno de los limites limy o A} exista, pero si \; = —1 entonces limy_,, A} no existe.

(b) Suponga que A tiene eigenvalores 1, 5,1 =1 1 =1 1 Calcule el limite en (1) en términos de

x o bien demuestre que este no existe.

Solucién
(b) Sea Q = [q1 - - g7], en donde g; € R” es un vector propio unitario asociado al valor propio \;.
Entonces
q i
lim Az =gy - g7 diag(1,0,...,0) | ¢ |2 =[p0- 0| ! | =(@2)a = (nd)r;
t t
47 47T

es decir, la proyeccion del vector z sobre el espacio propio asociado con A; = 1.

9. Sear € Ry {ey, ... ,eq} la base canénica de R%
(a) Sea M;j la matriz que se obtiene de reemplazar la j-ésima columna de la matriz identidad I,
por z, es decir,

Mj = [61"'€j_1$€j+1"'6d] .

Calcule det(M;j), el determinante de M;.

Solucion



Desarrollando el determinante de M; por menores a lo largo de su primera columna se obtiene

r1 0 --- 0 T _ .
0 1 T 1 T2

det(M;) = det | : L ejpn e eq| = det o e ey
. N aj]
l’j )

0 . | L 0 Tq i

en donde la matriz del lado derecho es de tamaiio (d —1) y € € R es j-ésimo vector candnico.
Procediendo de manera recursiva, desarrollando el determinante por menores a lo largo de las
columnas y de izquierda a derecha se tiene,

det(M;) = det ' = x;,

T 1

la dltima igualdad es cierta ya que la matriz de en medio es triangular inferior y por lo tanto su
determinante es el producto de los elementos sobre la diagonal principal.

(b) Sea b € R? y suponga que z es tal que Az = b es consistente. Defina C; = AM,;, describa
cémo son las columnas de Cj en términos de las columnas de A y M;.

Solucion
Por definicion,
Cj=AM; = [Ae; -+ Aej_1 Az Aejyy -+ Aey] ,
entonces si A = [A; - -+ Ay], A; € R% es la expresién por columnas de A y dado que, por hipdtesis,
Ax = b, se tiene que
Ci=[A1 - A1 b A Ad

es decir, Cj se obtiene reemplazando la columna j-ésima de A por el vector b.

(c) Calcule det(AM;). Suponiendo que A es invertible, utilice su célculo para deducir la regla de
Cramer para el sistema Az = b.

Solucién

det(C;) = det(AM;) = det(A)det(M;) = z;det(A).
Como A es invertible, det(A) # 0 y entonces
- det(Cj)
7 det(A)




es decir, se obtiene la regla de Cramer (sistemas consistentes con solucién tnica).

10.
(a) Demuestre que para cualquier matriz A y vector b, uno y solamente uno de los siguientes
problemas tiene solucion:

(1) Azx=0, (ii) y'A=0" talque y'b#0,

en donde 0° denota al renglén nulo.

Solucién

Supongamos que existe x que satisface (i) y y que satisface (i7), entonces 0 = 0'z = (y*'A)x =
y'(Ax) = y'b # 0, una contradiccién; por lo tanto (7) y (#4) no pueden ser simultdneamente solu-
bles. Ahora observe que si b = 0 entonces (i7) no tiene solucién, mientras que = 0 es solucién de
(7). Supongamos entonces que b # 0y que ni (¢) ni (#¢) tienen soluciéon. Como (i) no tiene solu-
cién, b no pertenece al espacio columna de A, C'(A), y podemos encontrar z’ tal que si b’ = Az’
entonces y = b — ' es perpendicular a C'(A) (b es la proyeccién ortogonal de b sobre C'(A)); en
particular, y'A = 0y y'b = |[b]|> =V - b = ||b]|(||b]] — ||/|| cos @) > 0; es decir, (ii) tiene solucion,
en contradiccion con nuestra hipdtesis; por lo tanto, siempre sucede que uno y solo uno de los dos
problemas tiene solucién.

(b) Suponga que el sistema Az = b es siempre consistente para cualquier vector b. ;Qué pue-
de decir entonces acerca del conjunto solucién del sistema Ay = 07

Solucién

Supongamos que b es un vector m dimensional, entonces A es una matriz de tamano m x n. Por
hipotesis el sistema Ax = b es consistente para cualquier vector b, entonces el espacio columna
de A tiene dimensién m; en particular, esto significa que puede encontrarse un subconjunto de m
columnas de A las cuales son linealmente independientes, es decir que n > m. Como las dimensiones
de los espacios columna y renglén siempre coinciden, la dimensién del espacio columna de A' es
m, luego el sistema Aty = 0 es equivalente a uno escalonado de n x m el cual tiene m pivotes,
es decir que todas las columnas son pivotales, por lo tanto linealmente independientes y entonces
y = 0 es la tnica solucién a la ecuacién homogénea Aty = 0.



