EXAMEN DE CALCULO Y ALGEBRA LINEAL
JULIO 2011

Soluciones

1. PROBLEMAS DE CALCULO

1.
(a) Sea F': R — R definida como F(z) = 1g(w) V24 In(t) dt, en donde g es una funcién derivable. ;jEs
F derivable? Justifique su respuesta y en caso de que ésta sea afirmativa, calcule la derivada de F.

(b) Calcule la derivada de la funcién
Iy et dt
Fla) = / V2 () dt
1

Sol.:
(a) La funcién es derivable, ya que satisface las hipétesis del Teorema Fundamental del Célculo.

& = VI
(b)

2. Demuestre que la funcién f(x) = 23 — 3z + k (k una constante) no puede tener mas de una rafz en el
intervalo [—1, 1] cualquiera que sea el valor de k.

Sol.: supongamos que f tiene méas de una raiz en el intervalo [—1,1]. Sean a y b dos de tales raices con
—1<a<b<1 Como f(a) = f(b) =0, por el Teorema de Rolle existe ¢ € (a,b) C (—1,1), tal que
f'(c) =0, pero f'(z) =322 —3 =3(22 —1) <0 Vz € (—1,1). Por lo tanto f no puede tener mas de una
raiz en el intervalo [—1,1].

3. Si f y g son funciones crecientes, jlo son también las siguientes funciones? Justifique sus respuestas.
(a) f+g.

(b) fg.

(c) feoy.

Sol.:
(a) Sean a,b € R, a < b, como f y g son crecientes f(a) < f(b), g(a) < g(b), entonces (f + g)(a) =
fla) +g(a) < f(b) +9(b) = (f + 9)(b).

(b) fg no necesariamente es creciente. Contraejemplo: tomemos f(z) = x = g(z), ambas son crecientes
en R, pero (fg)(z) = 2% es creciente en (0,0) y decreciente en (—o0, 0).

(c) fog es creciente. Sean a,b € R, a < b, como ¢ es creciente g(a) < g(b), como f es creciente

f(g(a)) < f(g(b)).
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4.
(a) Enuncie el criterio de convergencia de Cauchy para sucesiones de nimeros reales.

(b) Considere la sucesién (an)n>1 en donde

Demuestre que la sucesién diverge.

(c) Demuestre que para cualquier entero positivo p

P n—oo

0.

0<a —a, <
= Un+p n_n+1

Explique por qué este resultado no contradice el criterio de convergencia de Cauchy.

Sol.:
(a) Una sucesién de nimero reales, (a,)n>1, €s convergente si y sélo si, para todo ¢ > 0 existe un nimero
natural N = N(e) tal que |a, — an| < € siempre que n > Ny m > N.

(b) Observamos que para cualquier n > 1,

n+1 d
ap > / = log(n +1).
1 x

Ahora, para cualquier M entero positivo, sea n,, € N tal que log(n,, + 1) > M, entonces se tiene
que an, > My por lo tanto la sucesion (an)n>1 no es acotada superiormente; por consiguiente no es
convergente.

(¢) Como ay+1 = a, + n%rl, (an)>1 es mondtona creciente, por lo tanto, para cualquier entero positivo
D, Qntp — Ap > Apy1 — Gy > 0. Por otra parte,

(1) Gngp = n = g F oo b b o S g 0.

El resultado no contradice el criterio de convergencia de Cauchy ya que este ultimo establece que la
desigualdad |a,, — a,| < € debe satisfacerse de manera uniforme en n y m, mientras que en (1) depende
de p (entonces no es uniforme). Por ejemplo, considere la diferencia a4, — a,, para cualquier n € N,

entonces
1 1 n 1
an+n*an: + + > = —,

n+1 . n+n ~ n+n 2

5. Encuentre los puntos sobre la superficie 2 + 232 — 22 = 1 més préximos al origen.

Sol.: sean f(z,y,2) = 2> +y* + 2% y g(x,y,2) = 2° + 2y = 2> = 1 = 0.
Vf(z,y,z) = AVg(z,y,2),
(2z,2y,22) = A(2z,4y, —22).

La ecuacién anterior induce el siguiente sistema:

(2) 2z = 2\z,
(3) 2y = 4y,
(4) 2z = —2)z,
(5) 242222 —-1=0.

Si z # 0, de la ecuacién (4) se tiene que A = —1 y x =y = 0 por (2) y (3), pero de (5) se tendria que
22 = —1, lo cual es imposible en R. Por lo tanto z debe ser igual a 0. Entonces el sistema anterior se

reduce a
(6) 2z = 2\z,
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(7) 2y = 4y,

(8) 2 +2° -1 =0.

Si 2 # 0, de la ecuacién (6) se tiene que A = 1. A continuacidn, a partir de (7) se deduce que y =0y de
(8) que = £1. Los puntos (1,0,0) y (—1,0,0) satisfacen las condiciones del problema.

Siy # 0, a partir de (7) se obtiene que A = % En consecuencia r = 0 y y = +— por las ecuaciones (6)

7) 7
y (8). Los puntos (O, %, 0) y (0, _—;, O) satisfacen las condiciones del problema. Sélo resta evaluar:

£(1,0,0) = 1
f(_1’070) =1,

1
0,—,0 | =
(0. 750)
-1
Oa = 0)=
(0 759)
Por lo tanto los puntos de la superficie 22 + 2y? — 22 = 1 mds préximos al origen son (0, \%,0) y
-1
(0, —2,0).

6. Calcule el volumen de la regién sélida R acotada superiormente por el paraboloide z =1 — 22 —y? e
inferiormente por el plano z =1 —y. (cf. figura.)

)

)

1
2
1
2

Sol.: igualando los valores z tenemos 1 —y = 1 — 22 — y2, entonces la interseccién de las dos superficies
se produce en el cilindro circular recto dado por 22 = y — y2. Como el volumen de la regién R es la
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diferencia entre el volumen bajo el paraboloide y el volumen bajo el plano resulta que el volumen V es

1 ry—y? 1 ry—y?
V:/ / (1—x2—y2)dxdy—/ / (1 —y)dady
0 J—y/y—y? 0 J—yy—y?

1 v/ y—y? 1 23 Y=y
=/ / (y—y* — a?) dedy =/ [(y—?f)x—?)] dy
0 —/y—y? 0 —/y—y2

4 1 2\3/2 4 1 ! 213
= - - dy = (=) (= 1—(2y—1)2P%d
s [ = (3) (5) [ -0
/2 4 /2
= 1/ o’ 9d9 = 1/ cos*Odh = <1> (377) = 1.
6. npp 2 6 Jo 6)\16 32

7. Considere el campo vectorial

23 4 2xy
O = | 2% —2y?
322

Calcule el flujo F' del rotacional de ® a través del hemisferio sur H de la esfera unitaria con centro en el
origen.

Sol.: aplicando el teorema de Stokes tenemos que,

FLIVX@ﬁdA/C@(r)dr,

en donde en la integral de superficie, dA es la diferencial de area, fi es la normal unitaria exterior a H y
en la integral de linea, C es el circulo unitario en el plano xy y r es una parametrizacién de C. Ahora,

2xy
/@(r)odr:/ 2 | -dr.
c c| o

Sin embargo, observamos que ®(r) = V(22y) y por lo tanto la integral de linea (circulacién de F alrededor
de C) es cero.

2. PROBLEMAS DE ALGEBRA LINEAL

8. Suponga que la siguiente es la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones lineales,

1 X X 2
1 X 20
A1 01

Determine los valores de A de tal forma que el sistema:
(a) tenga solucién tnica,

(b) tenga infinidad de soluciones,

(c) sea inconsistente.

Sol.: al aplicar operaciones elementales a la matriz original se obtiene la siguiente matriz en la forma
escalonada reducida,

AZ—2)+4
L 0o O—2) D) (-1
0 1 0 —— 25\
A=2)(A+1)(A—1)
0 1 2

(A=2)(A+1)(A—1)
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Por lo tanto el sistema es inconsistente para A = 2,1, —1, mientras que tiene solucién tnica para el resto
de los valores de A.

9. Sea T : R3 — R? dada por

r—y+4z
T(x,y,2) = | 3z+2y—=z
204y —z

(a) Encuentre la matriz At de esta transformacién lineal.
(b) Encuentre una base para Im(7'), una base para ker(T') y verifique el teorema de la dimensién.

(c) Encuentre los valores caracteristicos ()\;), los vectores caracteristicos (v;) y los espacios caracteristicos
(E\,) asociados con la matriz Ar.

(d) (Es la matriz de la transformacién, A, diagonalizable? (Es la transformacién T un isomorfismo?

Sol.:
(a)
1 -1 4
Ar=13 2 -1
2 1 -1
(b) Como la Matriz AT es equivalente por renglén a la matriz identidad o bien |Ax| = —6 # 0, se sigue

que los renglones y columnas de At son linealmente independientes; por lo tanto una base para Im(7T)
es

1 -1 4
31, 21, —1 ,
2 1| -1
o bien la base canénica. Luego,
[0
ker(T) = 0 ;
| 0

por lo tanto,
dim(Im(7T)) + dim(ker(T)) = dim(R?),
3+0=3.

(c) el polinomio caracteristico estd dado por A> — 2)\2 — 5\ + 6. Los valores y vectores caracteristicos
resultan

-1 -1 1
)\1:1,’01: 4 ;)\22—2,1}2: 1 ;)\3:3,1}3: 2
1 1 1

(d) A~ es diagonalizable, pues tiene tres valores caracteristicos distintos y es una matriz de 3 x 3. La
transformacién 7' es un isomorfismo, existen varias maneras de justificar esto, una es con |Ar| # 0, otra
es con el teorema de la dimensién.

10. Sea A € R™ ™ una matriz real cuadrada de tamano n. Decimos que A es diagonalizable si existe
una matriz no singular P tal que P~*AP = D, en donde D es una matriz diagonal. Conteste cierto o
falso a los siguientes incisos, en caso de contestar cierto provea una demostracion, en caso de contestar
falso provea un contraejemplo.

(a) Si D; y D3 son cualesquier matrices diagonales de tamano n, entonces conmutan.

(b) Sean A y B dos matrices cuadradas las cuales conmutan, entonces si A es diagonalizable, B también
es diagonalizable.
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(c) Sean Ay y Az dos matrices simultdneamente diagonalizables (es decir, son diagonalizables por la
misma matriz P), entonces conmutan.

Sol.:

(a) Cierto. Tenemos que (D1);; = d;;;16;; en donde d;; = 0 si ¢ # j e igual a uno si i = j (simbolo de
Kronecker); similarmente para Dy. Entonces

(9) (D1D2)y; = disiciejd;je = digid;j2di

en donde e; (e;) es el i-ésimo (j-ésimo) vector de la base candénica de R™. (9) muestra que el producto
de dos matrices diagonales es una matriz diagonal. En particular D2D; es una matriz diagonal y
sus elementos sobre la diagonal principal son d;;.2d;;.1, los cuales, por (9), coinciden con los de D1Dg
(incluyendo su orden sobre la diagonal). Entonces D1 D2 = DDy

10 11
A:I:{o 1]’ B:{o 1}'

A es diagonalizable (por sf misma), AB = BA pero B no es diagonalizable?.

(b) Falso. Sean

(c) Cierto. Por hipétesis P"1A;P = Dy y P"'A2P = D,. Por (a), D;Dy = DyDy, entonces la
siguiente serie de igualdades se cumplen,
D;D; =D;D;

P 'A;PP'A,P = P 'A,PP AP
P 1A;A,P = P 1ALA,P
P (P 'A;A,P)P ' = P (P 'A,A,P) P!
AjA; = ALA, .

11. Sea A una matriz real de tamano m x n, es decir, A € R™*",

(a) Cémo se define el rango de A, r(A)?

(b) Demuestre que si r(A) = n entonces las columnas de A son linealmente independientes.
(c) Demuestre que si r(A) = n entonces A*A es invertible.

d) Sea b € R™, demuestre que para cada v € C(A) existe un x € R" tal que
(d) ; que p q
|v—b||*> = 2’ A Az — 22T Ab + ||b]|.

Sol.:
(a) Por definicién, el rango de A es la dimensién de su espacio columna, C(A) :={y e R™ :y = Az, x €
R™}.

(b) Supongamos, por el contrario, que las columnas de A son linealmente dependientes. Esto significa
que existe € R", « # 0, tal que Az = 0. Si A = [4; --- A4,], 4; € R™ la j-ésima columna de
A yx=[x; - x,]% entonces 0 = Ajxy + -+ + A,z,. Supongamos que z; # 0, entonces A; =
LA+ =LA+ wi“ Ajp1+---+ %An' Como cualquier elemento en C(A) es una combinacién

T

J
lineal de Ay, ..., A, y A; puede expresarse como combinacién lineal de las columnas restantes, se sigue
que cualquier elemento de C(A) es una combinacion lineal de A, ... Aj_1, Ajt1, ... , Ap, pero entonces
r(A), la dimensién del espacio columna de A es, a lo més, n — 1, una contradiccién.

(c) Observamos primero que A*A € R™*". Supongamos que A®A no es invertible, entonces existe
x € R™ x #0, tal que
AtAz =0,

Lsi adem4s asumiéramos que A tiene n valores propios distintos, entonces el enunciado es cierto. jPuede demostrarlo?
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en tal caso

0=2'0=2"'A'Az = (2'A%)(Az) = (A2)"(A2) = ||Az|?,
en donde || - || denota la norma usual Euclidiana. Pero entonces (propiedades de la norma) Az = 0, lo
cual significa que existe una combinacién lineal no trivial (porque supusimos que z # 0) de las columnas
de A cuya suma es cero; esto es imposible pues r(A) = n significa (inciso (b)) que sus columnas son
linealmente independientes.

(d) Como v € C(A) entonces existe x € C'(A) tal que v = Az, entonces
v —0b|> = (v—"b) (v —b) = vlv —v'b — blo + ||b]|* = v'v — 20'b + ||b]|?
= (Ax)!(Az) — 2(Ax)'b + ||b]|* = ' At Az — 2P Atb + ||b]|°.
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