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Solucién del Examen de Calculo y Algebra Lineal

1. Demuestre que la funcién polindmica p(x) = 223 + 5z — 1 tiene exactamente una raiz real.
Solucion:

Por el teorema del valor medio, se puede afirmar que p(z) = 2z°+5x — 1 tiene, al menos, una
raiz real. Supongamos que p(z) tiene dos raices reales diferentes, de modo que p(a) = p(b) = 0,
con a < b. Por el teorema de Rolle, sabemos que si p(a) = p(b) = 0, entonces p/(x) = 0 para
algin = € (a,b). Puesto que p/(z) = 62> +5 >0 V =z, por lo tanto, p(z) no puede tener
mas de una raiz real.

2. Seax1 =1y xpy1 =3+ 2z, paran € N. Asuma que {z,} converge y calcule

lim z,.
n—oo

Solucion:

Dado que {z,} converge, existe L tal que para todo ¢ > 0 existe N tal que Vn € Nsin > N
entonces |z, — L| < e. Entonces se sigue que

{rnia} = {V3+22,}
y L =+/3+2L. Por lo tanto,
L?—2L—-3=0
indica que L = 3.
3. Un cono de papel de diametro superior igual a 8 centimetros y profundidad 6 centimetros
estd lleno de agua. El cono pierde agua por un orificio en la parte inferior a una razéon de

dos centimetros cibicos por minuto. ;A qué velocidad estd bajando el nivel del agua en el
instante en el cual tiene 3 centimetros de profundidad?

Solucioén:
Una vista lateral del cono se muestra en la siguiente figura

donde h es el nivel del agua en cualquier momento, y 2r el diametro correspondiente en el
cono para dicho nivel del liquido.

r
Por semejanza de triangulos, se sabe que 6= 7 y se puede escribir a r en términos de h:
4h
r=—
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Por otra parte, el volumen de un cono estda dado por la relacion

wr2h

3

V:

Al escribir el volumen tnicamente como funcién del nivel del agua, se tiene
4
V= _—h3
27
Derivando implicitamente con respecto de t se obtiene
av 4 ,dh
— = —mh*—.
a9 dt
Como nos interesa conocer la rapidez con la que cambia el nivel del agua, solo tenemos que
despejar
dh 9 dV
dt — Amh? dt’

av
En el momento en que A = 3 y puesto que T —2

dh 1
dt 271
. Suponga que un globo aerostatico tiene una forma que se aproxima a la de una esfera truncada

como se muestra en la figura, y que el gas caliente en el interior del globo escapa por la
superficie porosa del mismo con el siguiente campo de velocidades,

v(z,y,2) =V x ®(2,y, 2)

en donde ®(z,y,2) = —yi + 7. Suponiendo que R = 5, calcule la razén de flujo del volumen
del gas a través de la superficie.

Solucion:

Usando el teorema de Stokes, el flujo I’ puede calcularse de la siguiente manera:



F://Sv.ﬁdsz/as@.df 1)

en donde S es la superficie del globo, 7 es la normal unitaria a la superficie el globo, 7=
(R/4)(cos i + sinflj) es la parametrizacién de la frontera de la S, —m < 6 < 7, entonces
dr'= (R/4)(—sin 61 + cos 07)dl. Substituyendo del lado derecho de (1),

—T

F= /W(—(R/zl) sin i + (R/4) cos67) - (R/4)(—sin#i + cos05) df = <E>2/7r dh = %Rz.

. Encuentre el volumen de la regién acotada por el plano z/a + y/b+ z/c = 1 y los planos
coordenados, con a,b,c > 0.

Solucion:

a _Tb(a:—a)
V:// (c—fx—gy>dydx:A+B+C.
o Jo a b

a _Tb(ac—a) a .
A:/ / cdydx:/ —bc(x—a)d:zc:ﬁ(m—a)2
o Jo 0 @ 2a
@ pe be (a®  ad —abe

C:/O&g—bc-—(a:—afdx:—'—-(:U—a)B

Por lo tanto,

. Dado que



calcule

sabiendo que A = [ ¢

/OO /OO ef(ax2+2b:py+cy2)dxdy

b lc) } es positiva definida.

Solucion:

Como A es positiva definida entonces es posible re escribir a la forma cuadrética F(z,y) =
ax? + 2bxy + cy? como una suma de cuadrados, haciendo un cambio de variables adecuado.
En este caso

F(z,y) = XTAX = X""CTACX' = \a” + Moy

donde A1, As son los valores propios de A.

Luego entonces:

/OO /oo e—(a12+2bwy+cy2)dxdy _ /OO /oo e—(Alz’2+>\2y’2)d$/dy/

Es facil ver que el resultado buscado es

a)
b)

c)

™

det(A)

Enuncie la definicién de matriz definida positiva.

Sea A € R™™ una matriz definida positiva. Demuestre que existe una matriz
C € R™", definida positiva, tal que A = C?. ;Es la matriz C tnica?

[lustre el inciso anterior para la siguiente matriz,
5 1
=105

es decir, encuentre una matriz C tal que A = C2. C es la raiz cuadrada de A.

Solucion:

a)

b)

A € R™" es una matriz positiva definida (A > 0), si es simétrica (A = A') y si para
cualquier vector no nulo X € R", X # 0, se tiene que X'AX > 0.

Dado que A es simétrica, entonces todos sus eigenvalores son reales, ademas, dado que
A > 0, entonces sus eigenvalores son también positivos. Por otra parte, el hecho de ser
simétrica implica que A tiene un conjunto completo de eigenvectores ortogonales, es de-
cir, A es diagonalizable mediante una transformacion ortogonal, la cual representaremos
por una matriz Q; es decir, Q*Q = I, (matriz identidad de tamarfio n) y

AQ=QD (2)

en donde D = diag(A;, ..., \,) es una matriz diagonal de tamano n cuyos elementos
diagonales son los eigenvalores de A. Las columnas de Q son los eigenvectores de A. Q
es unica médulo una permutacién de sus columnas.
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Ahora defina v/D := diag(v/ A, ... , VA,), note que vD € R™" ya que los eigenvalores
de A son positivos. Entonces (2) puede descomponerse de la siguiente manera,

AQ = QVDVD. (3)

Dado que Q esta formada por un base de vectores, es invertible, es decir, existe una
inica matriz Q=1 € R™ ", llamada matriz inversa de Q, tal que QQ™! = Q7 'Q = I,,.
Sabemos que Q*Q = I,,, entonces Q* = Q. Multiplicando entonces (3) por la derecha
por Q! llegamos a que

A = QVDVDQ. (4)

Dado que Q*Q = I,,, podemos insertar este término en el medio del lado derecho de (4)
sin violar la igualdad,

A =QVDQ'QVDQ". (5)

Asociando el producto del lado derecho de (5) se llega a que
A = (QVDQ")(QVDQY).

La matriz C = QvDQ! es tal que A = C2. Observe que C* = (QVDQ!)! =
QY (VD)H(Q)! = QVDQt = C; es decir, C es simétrica.
Ahora,

X'CX = X'QVDQ'X = X'QD3iDiQ'X = (DiQ*X)'(D5Q*X) = [DiQ'X|? > 0.

Supongamos que X'CX = 0, es decir que D1QtX = 0. Como D4 y Qt son invertibles,
se sigue que D%QtX = 0 siy sélosi X =0, lo cual demuestra que C > 0 (positiva
definida).

c) pQA) =det(A —A) = (5-A)?—=1=X—-10A+24=A=6)(A—4), \; =6, \y =4
son los eigenvalores de A. Calculemos ahora eigenvectores para estos eigenvalores,

ao(5)= (1) (5)=(5) =esr

Sea X = [1 1], entonces ¢ = X/|| X|| = [1/v2 1/v/2]! es un eigenvector unitario de A
con eigenvalor A;. Como A es simétrica, g, = [—1/v/2 1/v/2]" L q1, es otro eigenvector
de A, asociado con Ay = 4. Sea Q = [q1 ¢o] € R**? entonces A = Qdiag(6,4)Q?, y por
(5), A = C? en donde

- [IE U [VE ][ 2 )

Verificando,

C? = (QvDQ")(QVDQ') = Q(vVD)*Q*
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8. Suponga que A es una matriz cuadrada y que el espacio nulo de la matriz A — Al tiene rango

igual

a)
b)

a uno, con I la matriz identidad y A un escalar.

Demuestre que A es un eigenvalor de A.

Suponga que BA = AB, es decir, B es una matriz cuadrada que conmuta con A.
Demuestre que si v es un eigenvector de A con eigenvalor A, entonces v también es un
eigenvector de B.

Solucion:

a)

9. Sean

a)

Como el espacio nulo de A — \I tiene rango uno (es decir, dimensién igual a uno), existe
un vector X # 0 tal que (A — AXI)X = 0. Lo anterior equivale a que las columnas de la
matriz A — Al sean linealmente dependientes, es decir, esta matriz es singular lo cual,
a su vez, equivale a que det(A — AI) = 0. Por otra parte, el polinomio caracterstico de
A, se define como p(r) = det(A — rI), entonces, por lo anterior, la hipdtesis de este
inciso implica que p(A) = 0, es decir, A es un cero del polinomio caracteristico de A;
por definicion, esto significa que A es un eigenvalor de A.

Si v es un eigenvector de A con eigenvalor A\, entonces Av = Av. Multiplicando por la
izquierda por B en ambos lados de la ecuacién anterior, se obtiene que BAv = ABw.
Ahora, como por hipétesis AB = BA, tenemos entonces que BAv = ABv = A\Bu;
asociando términos en ambos lados de la tltima igualdad llegamos a que A(Bv) =
A(Bv), esta ecuacién implica que w = Bv también es un eigenvector de A con eigenvalor
A. Por hipétesis el espacio nulo de A — AI tiene dimensién (rango) igual a uno, esto
quiere decir que todos los vectores X que satisfagan que (A — AXI) X = 0 son colineales,
en particular, v y Bv son colineales, es decir, existe un escalar u tal que Bv = puw,
entonces v también es un eigenvector de B.

— N =
— O
| |
<
I
—
|
N WO
| |

Al

Calcule



b)
)

Calcule eA?, en donde t es un ntimero real.
Resuelva el siguiente problema de valores iniciales,
x

.7.51:?

j]g = —XI+ X2

1'1(0) == —2, ZEQ(O) = 3.

Solucion:

a)

A es triangular superior, por lo tanto sus eigenvalores se encuentran sobre la diagonal
principal y son A\; = 1/2 y Ay = 1. Sabemos que eigenvectores correspondientes a
eigenvalores distintos son linealmente independientes, entonces, como A es una matriz
de 2 x 2, existe una base para R? formada por los eigenvectores de A; sea esta base
B = {v1, va}, en donde Av; = A\ju; y Avy = A\gvy. Se tienen entonces escalares ¢; y ¢y
tales que X = ¢jv1 + ¢ov9, en donde X = [—3 2]%; por lo tanto,

|ARX ]| = [[A¥(cr01 + cava) || = llea(1/2)M01 + e1Pva]| = [ler(1/2) 01 + cpvall.

Por continuidad de la norma,

Jm [ ARX | = [lea(lim (1/2)%)or + eva]| = [leava.

Por simple inspeccién, es claro que vo = [0 1]* es un eigenvector de A con eigenvalor 1,
calculemos el otro eigenvector:

(- 2)o (0 2)(4) amvzan (1)

Las coordenadas de X en la base 3 son entonces,
1 0
—-3) < 9 ) +.8 ( 1 ) :

1 0]-3 1 0]-3 X — -3\ _
2 1] 2 0 1] 8 B 2 )

Por lo tanto,

—~

M [ARX| = lezva]| = leafJva]| = 8-1=8.

La base 3 diagonaliza A, es decir A = VDV ™! en donde V = [v; vy] € R**2. Entonces

eAl — VDV _ Dy -1 Vdiag(e/?, ')V, (6)

Substituyendo v; y ve obtenidos arriba en (6) obtenemos

ac |1 0][e”? 0 1L o] [ €2 o 1 0] et/? 0
T2 0 € -2 1| | 2% ¢ —2 1| | 2(et?—¢t) et |”



c¢) El problema de valores iniciales (pvi) puede escribirse en forma matricial compacta como

X=AX, X(0)=X,,
en donde A es la matriz de inciso (a), X = X(t) = [z1(t) x2(t)]' y Xo = [-3 2]"
La solucién al pvi es X (t) = eA!X;; la matriz exponencial ya fué calculada en el inciso
anterior, asi que,

SO ot o P s | R B P eV B v sy |

10. Considere la siguiente matriz,

-2 1 1 -1
A= 4 -2 -3 1
-6 3 0 —6
a) Demuestre que si b =[-8 — 3 1]*, entonces el sistema AX = b es inconsistente.

b) Encuentre una base ortonormal para el espacio columna de A.

c¢) Encuentre un vector 0 en el espacio columna de A, tal que la norma ||b—V|| sea minima.
Explique por qué el vector b’ que encontro satisface la propiedad de ser el mas cercano
a b en el espacio columna de A.

Solucion:

a) Reduciendo a su forma escalonada la matriz aumentada del sistema, (A|b), obtenemos

-2 1 1 —-1|-8 -2 1 1 —-1| =8
4 =2 =3 1|-3 |~ 00 -1 —-1|-19
-6 3 0 —-6| 1 00 =3 =3| 25

—2 1 1 -1| -8
~| 00 -1 —1|-19 | =(Ul).
00 0 0 82

La tltima ecuacion del sistema reducido es 0 = 82, lo cual es falso, por lo tanto el
sistema AX = b es inconsistente.

b) De la forma escalonada de A, U, vemos que la primera (A;) y la tercera (As3) columnas
de A son una base para el espacio columna; ortonormalizando estas columnas, es decir,
aplicando el algoritmo de Gram-Schmidt, obtendremos una base ortonormal para el
espacio columna de A.

1 1
@ = Ar/[| Al = T —2
3



1
L=0-ag)ds= | 014 0)—| -2 4 -6 -3
0 0 14 3 6 9 0
13 2 =3 1 1 -7 q -1
= 2 10 ©6 -3 =11 —928 = 4
-3 6 5 0 _91 5
-1
1
4

g2 = (52/”52H = \/_2_6
3

B ={q1, ¢2} es una base ortonormal para el espacio columna de A.

c) Sea V' = (q1¢} + q2¢b)b, es decir, V' es la proyeccién ortogonal de b sobre el espacio
columna de A, R(A), entonces b—1V' es perpendicular a todo vector en R(A). Sea ahora
b € R(A), entonces,

Io—bI1* = b=t/ +0' = b[* = [[b—V'|[*+ &' = B> +2(b — 1) (v — b) = [|b— '] + |t/ — b|*

(la dltima igualdad se sigue de la perpendicularidad entre (b — ') y R(A), senalada
anteriormente, ya que (b — b) € R(A)), lo cual demuestra que ||b— b|| > [|b — ¥/|; es
decir, b/, como se defini6 arriba, es el vector més proximo a b en R(A). Ahora calculamos
b’ explicitamente,

1 1 1 [ L 1 Ly (-
V=—1 -2 | (-8+6+3)+— 4 1 (8=1243)=— [ -2 |+= 4 1 (-1)
14 2% 14 2%
3 3 3 3
. 1347 . 20 . 10
57| OB =gzl ) Tal ¥
b 39 — 21 S 18 9



