LIMA de la UAEH 23 de enero del 2009

Examen de Calculo y Algebra Lineal

Nombre completo del estudiante:

RESUELVA LOS SIGUIENTES EJERCICIOS, JUSTIFICANDO TODAS TUS RESPUESTAS.

1. Hallar la derivada de la funcion:

(ff sen®tdt) 1
F(z) = / ————dt
3 1+4t2 +senft

2. En una galeria de arte hay una pintura de altura h colgada en la pared, de modo que su borde
inferior queda a una distancia d arriba del ojo del observador, como en la figura. ;Cuan lejos
debe pararse un observador de la pared para tener la mejor vista de la pintura?, es decir, ja
qué distancia x se debe situar para maximizar en su ojo el angulo ¢ subtendido por la pintura?
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3. Sean ¢ y 9 dos funciones que se pueden representar en series de potencias como

k k
- , donde ag =1, a1 =0 = ——— 5 k=0,
() ];:0: AR, COREe ao =5 1 =V Y W42 = 7Nk 1 2) '
—4by,

P(x) = Zbkajk, donde by =0, by =2y bgyo =
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Demuestre que estas series convergen para toda z € R y que las funciones ¢ y ¢ satisfacen
©%(z) +1%(z) = 1, para toda z real.

4. Considere una esfera de radio 7 > 0 cuyo centro se encuentra en la superficie de una segunda
esfera de radio 1. Demuestre que el volumen V de la interseccion de esas esferas esta dado por

%7‘3(2—%1"), si 0<r<2;
Vi(r)=
%71, si r>2.
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5. Si z = f(x,y), donde z = rcos@ y y = rsend, pruebe que 87xz+67yz:877j+;87i+72879;

6. Considere la funcién definida por
1, si z€Q,
2y, si z¢ Q.



a) Demuestre que para todo t € [0, 1] existe la integral fg f(z,y)dy y que se cumple

/01 (/Otf(x,y)dy> de = t2, /01 </Otf(x,y)dy> dr = t,

donde las barras en las integrales denotan las integrales inferior y superior, respectivamente.

b) De lo anterior, concluya que fol ( fol f(z,y) dy) dx existe y su valor es 1.

¢) {Cudl es el valor de [ ( I f(a,y) da:) dy ?
d) Si R=1[0,1] x [0,1], jexiste [ [p f(x,y)dA?
Nota: Todas las integrales consideradas en este ejercicio son integrales de Riemann.

7. Sea V el espacio lineal de las funciones reales continuas en el intervalo [—7, 7] y S el subconjunto
de V' que consiste de las funciones f que satisfacen las tres condiciones siguientes:

f(t)dt =0, f(t)costdt =0, f(t)sentdt = 0.

a) Demuestre que S es un subespacio lineal de V.
b) Demuestre que S contiene a las funciones f(x) = cosnz y f(z) = sennzx, para cada n = 2,
3, 4,... y concluya que S tiene dimensién infinita.

™

c) Sea T : V — V la transformacién lineal T'(f)(x) = {1 + cos(z — t)} f(t) dt. Determine
el nicleo de T y el rango T'(V') de T'; demuestre que_este ultimo tiene dimensién finita y
encuentre una base para T (V).

Sugerencia:  cos(A+B)+cos(A—B) =2cos Acos B, cos(A—B)—cos(A+B) = 2sen Asen B
y sen(A+ B) +sen(A — B) = 2sen A cos B.

8. Sean A una matriz cuadrada y O la matriz nula. Demuestre que A es singular si y soélo si existe
una matriz B # O, del mismo orden que A, tal que AB = O.

9. Mediante un cambio de coordenadas, exprese la forma cuadratica (z,y, z)A(z,y, 2)T, donde T
denota la transpuesta y
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A=|1 0 2|,
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en la forma ax? + by? + cz?, con a,b y ¢ nimeros reales.

10. Encuentre los valores caracteristicos de 42°%?, donde
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)
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